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G 8 Das Polyeder P(A,b) sei durch die folgenden Ungleichungen gegeben:

4y — 229 < 2

—r; < 1

—r9 < 1
—3x1— 31y < -1
T1+4xe < 14

Tx1 —3x92 < 5

r < 3

(a) Uberfiihren Sie P(A,b) in ein Polyeder P=(D,d) = {x € RP : Dx = d,x > 0}.
(b) Bestimmen Sie alle nicht-trivialen Seitenflichen von P, und geben Sie jeweils eine giiltige Un-
gleichung an, durch welche die Seitenfliche induziert wird.

(¢) Betrachten Sie nun das Polyeder P’, welches aus P durch Hinzufiigen der Ungleichung
—o5x1 + %xg < —%

entsteht. Bestimmen Sie alle nicht-trivialen Seitenflichen von P’. Welche Ungleichungen sind fiir
die Beschreibung von P’ unwesentlich?

G9 (A) Welche der folgenden Mengen sind Polyeder? Begiinden Sie Thre Entscheidung.
(a) My :={y1a1 +y2a2: -1 <y <1,—-1 < yo <1}, mit a1,as € R,
b)) My={zeR":z2>011z= LY wia; = by, > wa? = b, }, mit ay,...,a, € R
und b1, b9 € R. 1 sei der Vektor in R", dessen Komponenten alle gleich 1 sind,
(c) Mz:={zreR":x>0,2"y <1 fiir alle y mit |jy||2 = 1},
B) Eine Menge K heifit Kegel, wenn mit x € K auch ax € K fiir jede Zahl o > 0.
( g g ]

(a) Beweisen oder widerlegen Sie: Jeder Kegel ist konvex.
(b) Zeigen Sie: Ein polyedrischer Kegel der Form K = {x € R" : Az <0} (mit A € R™*") hat
hdchstens einen Extrempunkt, ndmlich den Ursprung.

G 10 (A) Betrachten Sie die konvexe Funktion f(x) = max{c’z + o, d?xz + 8}. Formulieren Sie das Opti-

mierungsproblem
min{ f(x): Az = b,z > 0}
als lineares Problem (lineare Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen). Dabei seien o, 3 € R,
beR™ c,deR" AecR™ ",
(B) Zum n#herungsweisen Losen iiberbestimmter Gleichungssysteme Az = b, A € R™*" z € R",

b € R™ m > n, wird oft ein Optimierungsproblem formuliert, in dem das Residuum beziiglich
einer gegebenen Norm minimiert werden soll:

min ||Az — b||
TER™

Formulieren Sie dieses Problem als lineares Programm fiir:

(a) Die Maximumnorm
[v]loo := max o]

(b) Die Summennorm

m
folly =3 Jui
=1



Hausiibung

H7 (5 Punkte)
Ein Rad ist ein Graph W,, = (V, E) mit den Knoten V :={0,1,...,n} und den Kanten

E:={{0,i}:i=1,...,n}U{{i,i+1}:i=1,...,n =1} U{{n,1}}.

Sei das Polyeder P definiert durch

(a)
(b)
)

C

(
H8 (5 Punkte)

(A)

(B)

P={zeRPl: Y u,;=2VieV,0<z <1VecE}.
(i.j)eE
Berechnen Sie die Dimension von P.
Beweisen Sie, dass die Ungleichungen x, > 0 fiir alle e € E redundant sind.

Beweisen Sie, dass die Ungleichungen zg; <1 fiir alle i = 1,...,n redundant sind.

Wir definieren den Trager von z € R™ als supp(z) = {i € {1,2,...,n} : x; # 0}. Beweisen Sie:
Fiir x € P=(A,b) CR" sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) = ist eine Ecke von P=(A,D).

(2) rang(Aqpp) = |supp(z)|.

(3) Die Spaltenvektoren A.;, j € supp(z), sind linear unabhingig.

Eine Matrix A € {—1,0,1}™*™ heifit total unimodular, wenn fiir jede quadratische Untermatix
A" von A (d.h. A’ ist durch Streichen von Zeilen und Spalten aus A hervorgegangen) gilt:

det(A’) € {—1,0,1}.

Seien A total unimodular und b € Z™. Beweisen Sie: Ist A total unimodular, dann hat das
Polyeder P=(A,b) nur ganzzahlige Ecken.

Lésungshinweis: Verwenden Sie (A) auf einen Eckpunkt z. In A supp(s) finden Sie dann eine
geeignete quadratische Untermatrix Ajgupp(z). Stellen Sie z als Losung des Gleichungssystem
Arsupp(z)Z1 = br dar. Dieses Gleichungssystem ldsst sich mittels der Cramerschen Regel analy-
sieren — was fillt an den dort vorkommenden Determinanten auf?

H9 (5 Punkte)

(A)

Der Hauptausschuss eines Unternehmens plant Ausgaben fiir das kommende Jahr. Es wurden
sieben Projekte aus zwei Abteilungen A und B vorgelegt. Projekte 1, 2, 3 und 4 hat die Abteilung
A vorgeschlagen, Projekte 5, 6, und 7 die Abteilung B. Der zu erwartende Aufwand und Gewinn
ist bei allen Projekten in etwa gleich hoch, aber bei der Auswahl sind bestimmte Randbedingun-
gen zu beachten. Modellieren Sie diese Problemstellung als Optimierungsproblem mit linearer
Zielfunktion und linearen Nebenbedingungen.

(a) Das Budget reicht nicht fiir alle Projekte.

(b) Mindestens ein Projekt aus jeder Abteilung muss bewilligt werden.

(¢c) Projekt 7 kann nur dann gewihlt werden, wenn Projekt 1 nicht gewéahlt wurde.

(d) Projekte 2 und 3 kénnen nicht zusammen bewilligt werden und beide basieren auf Er-
gebnissen des Projektes 5.

(e) Es muss genau eine der Alternativen gew#hlt werden: entweder mindestens zwei Projekte
aus der Abteilung A oder mindestens zwei Projekte aus der Abteilung B.

Formulieren Sie das Optimierungsproblem mittels der Modellierungssprache ZIMPL und berech-
nen Sie die Losungen mittels des MIP-Losers SCIP. Die Informationen hierzu finden Sie auf der
Internetseite der Veranstaltung (s. Informationsblatt).

Abgabe: Bitte die ausgedruckte ZIMPL-Datei sowie die Losung in Zweiergruppen abgeben.



