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Einfiithrung in die Optimierung, Ubung 2

Gruppeniibung
G 4 Welche der folgenden Funktionen sind konvex, welche konkav, welche weder konvex noch konkav?
(a) flz,y) ==y,
(b) fla,y) =2zy —2® -y,
(¢) f(z,y) = auf RY,
(d) jede Norm ||z|[, (1 < p < 400) auf R”,
G5 (A) Der Epigraph £(f) einer Funktion f : R™ — R ist definiert als
E(f) ={(z,a) eR" xR f(z) < a}.
Stellen Sie £(f) fiir f(z) = 2? grafisch dar und beweisen Sie folgenden Satz: Sei f : R® — R.
Dann gilt: f ist konver <= E(f) ist konvex.
(B) Seien fi, fo : R® — R konvexe Funktionen und sei a > 0. Zeigen Sie: Dann sind auch die
Funktionen afi, fi + fa und max[fi, fo| konvez.
Finden Sie Gegenbeispiele, die zeigen, dass (fiir fi, fo konvex) die Funktionen f; — fo, min|[f, f2]
bzw. fi - fo nicht notwendigerweise konvex sind.
G 6 Formulieren Sie als Optimierungsproblem und untersuchen Sie, ob die Zielfunktion und die zuléssige
Menge konvex sind:
Ein Kaufer méchte 150 000 Stiick einer Ware kaufen. Drei Verkaufer legen Angebote vor, die in der
folgenden Tabelle beschrieben sind. Es sind jeweils die Fixkosten (sie entstehen unabhéngig davon,
wie viel gekauft wird) und die Stiickpreise in GE angegeben. Diese kénnen je nach gekaufter Menge
variieren. Aulerdem ist die Lieferkapazitiat der Verkédufer beschrinkt.
Seien 1, x2 bzw. x3 die Stiickzahl, die bei Verkéufer 1, 2 bzw. 3 gekauft wird. Ziel ist es, so einzukaufen,
dass die Gesamtkosten minimal sind.
Verkédufer Fixkosten Stiickpreis Menge
1 3520.20 51.20 0 <21 <50000
52.10 0 < z2 < 20000
51.10 20000 < 22 < 60000
2 82810.00 50.10 60000 < x5 < 80000
49.10 80000 < x2 < 100000
3 0 60.50 0 < z3 < 50000
59.00 50000 < x3 < 80000
Die Tabelle ist so zu verstehen, dass beispielsweise fiir Verkdufer 2 das 20001ste Stiick zu einem
giinstigeren Preis angeboten wird als die ersten 20 000 Stiick.
G 7 Bekanntlich heifit eine Funktion f : R® — R affin, wenn f die Form f(x) = a’x + b hat, mit a € R®

und b € R. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Eine affine Funktion ist sowohl konvex als auch konkav.

(b) Eine Funktion, die sowohl konvex als auch konkav ist, ist affin.



Hausiibung

H4 (5 Punkte)

(A) Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Definitionen:

Definition 1: Eine Funktion f : R™ — R heifit konvex, wenn fiir je zwei Punkte z,y € R™ und
A €0, 1] gilt:
FOx+ (1= Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y).

Definition 2: Eine Funktion f : R™ — R heifit konvex, wenn fiir beliebige Punkte z1,...,z, € R"
und Ag, ..., A, > 0mit Y0\ =1 gilt:

f (Z /\i$i> < ZAzf(xz)

i=1 i=1
(B) Beweisen Sie: Sei M C R™ kompakt, und sei f : R" — R konvex. Dann gilt:
max{f(x):z € M} =max{f(x): z € convM }.
H5 (5 Punkte)

(A) Sei g : R — R eine konvexe, monoton wachsende Funktion (z <y = g(x) < g(y)). Sei M C R"
eine konvexe Menge und f : M — R eine konvexe Funktion. Zeigen Sie, dass h : M — R definiert
durch h(z) = g(f(x)) auch konvex ist.

Finden Sie ein Beispiel, das die Notwendigkeit der Voraussetzung zeigt, dass ¢ monoton wachsend
ist.

(B) Die (untere) Niveaumenge einer Funktion f : R™ — R zum Niveau [ ist definiert durch
L(f;B) ={z eR": f(x) < B}

Beweisen Sie: f ist konver = L(f,[) ist konvex fir jedes € R.
Zeigen Sie, dass die Umkehrung nicht gilt.
(C) Beweisen Sie: Sei f : R™ — R eine konvexe Funktion, C C R™ eine konvexe Menge. Dann ist
argmin(f,C) d.h. die Menge der Punkte, wo f ihr Minimum iber C annimmt, konvez.
H6 (5 Punkte)
Sei f: R — R konvex, und seien a,b € R mit a < b.

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle x € [a, b] gilt:

F@) < =2 pa) + T2 1)
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle = € (a,b) gilt:
fle) ~ fla) _ FB) ~ fla) _ F(B) — f(a)
rt—a ~ b—a — b—z

Machen Sie eine Skizze, die diese Ungleichung illustriert.

(c) Sei f differenzierbar. Zeigen Sie mit Hilfe von (b), dass
f(b) = f(a)

b—a

f'a) < < f(b)-



