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Einfithrung in die Optimierung

Mittelseminaraufgabe: Optimierung eines Stabwerks

Ein Stabwerk ist eine mechanische Struktur, die aus miteinander verbundenen elastischen Stidben besteht.
Typische Beispiele sind Eisenbahnbriicken, Strommasten, der Eiffelturm und viele andere lasttragende Struk-

turen.

Ziel soll es sein, ein Stabwerk vorgegebenen Gewichts so zu konstruieren, dass es unter einer vorgegebenen

Last moglichst wenig nachgibt.

1 Mathematisches Modell

1.1 Das Stabwerk

Wir betrachten folgende Beschreibung eines Stabwerks in 2D:

fester Konten freier Knoten j an Position x_j

Stab (i.])

Knoten i an Position x_i

Verschiebung d_i Kraftvektor f_i

e 7, cR% ic{l,....m+r}=:V, seien Verbindungsknoten im Stabwerk, an denen Stiibe verbunden
sind. Die Knoten 41, .. ., Tm+r seien fixiert, die iibrigen Knoten kénnen sich unter Last verschieben.

e (i,j) € EC{(i,j) € VxV: i< j} selen die Stibe des Stabwerks, wobei Stab (i,j) die Knoten x;

und z; verbindet (beachten Sie unsere Konvention, dass immer i < j gilt).

e v;; €R, (i,7) € E sei das Volumen des Stabes (i, j), der Knoten z; mit Knoten x; verbindet.
Stab (7,7) habe die Lénge l;; = ||x; — ;|| sei also in der Ausgangskonfiguration weder gestreckt noch

gestaucht.

fi €R%2, i€ {1,...,m}, sei die an Verbindungsknoten z; angreifende duBere Kraft.

1.2 Elastisches Modell eines Stabes

Betrachte Stab (i, 7). Fiir nicht zu grofie Kriifte verhélt sich ein Stab elastisch: Um den Stab um Al;; > 0

zu strecken oder um Al;; < 0 zu stauchen muss man am Punkt z; eine Langskraft
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und analog am Punkt x; eine Gegenkraft
Fji = —F;

anwenden, wobei xk > 0 eine Elastizitdtskonstante, das sog. Young-Modul, des Stabes ist.
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a) Begriinden Sie: Um die Endpunkte z; und z; nach x; + d; und z; + d; zu verschieben, miissen an den
Stabenden z; + d; bzw. x; + d; die Kréfte F}; bzw. F};

i +di — (2 + dj)|| = llzi — 25l @i+ di — (2 + dy)
17 |z + di — (25 + dj)||’

Iy = K v
Fji = —F;
angreifen.
b) Zeigen Sie durch Taylorentwicklung, dass gilt

(2 — ;)" (d; — d;)
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Fij =k vy (z; — ;) + O(||d; — d;|?).

Wir arbeiten im folgenden mit den linearen Approximationen

(2 — x;)" (d; — d;)
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Fij = kvij (zi —wj),  Fji = —F. (1)

1.3 Elastisches Modell des Stabwerks

Greifen an den freien Knoten z;, 1 < i < m, duflere Krifte an, dann verschieben sich die Knoten nach
x; + d;, so dass die Summe der Kriifte in jedem freien Knoten verschwindet, also

ZFij—ZFji:fi, 1§z§m (2)

(i,5)€E (el
c) Leiten Sie aus (1) und (2) ein lineares Gleichungssystem fiir die Verschiebungen d;, 1 < i < m, her.

d) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem aus c) in der Form geschrieben werden kann

Awyd=f, Aw)= Y wvjaya}, (3)

(i,J)eE
wobei d = (d;)1<i<m € R?*™ der Vektor der Verschiebung, f = (fi)1<i<m € R?*™ der Vektor der dufleren
Krifte, und a;; € R?™ geeignete Vektoren sind. Geben Sie a;;j explizit an.
2 Optimierung des Stabwerkes
Die Nachgiebigkeit des Stabwerkes unter der Last f € R?™ ist definiert durch
Nachgiebigkeit = fd,
wobei d die Verschiebung des Stabwerks unter der Last f ist, also A(v)d = f.
Optimierungsaufgabe:
Bestimme die Stabvolumen v;; > 0 so, dass unter der gegebenen Last f
e die Nachgiebigkeit minimal,
e das Gesamtvolumen aller Stdbe im Stabwerk = v;,44 ist.

Dies fiihrt auf das Problem

I{)l’idn de s.t. A(U>d =/, Z Vij = Umag, U 2 0. (P)
(i,9)€eE

e) Zeigen Sie, dass man die Zielfunktion in (P) dquivalent durch d¥ A(v)d ersetzen kann.



2.1 Formulierung als lineares Problem

Wir wollen zeigen, dass (P) &dquivalent zu einem linearen Programm ist. Wir gehen dazu in mehreren
Schritten vor.

Hinweis: Sie benotigen nur (3) und (P), nicht Ihre Ergebnisse aus a)-d).
Betrachte das (als LP formulierbare) Problem

muin Hquz Z ”U,U’ s.t. Z aijuij:f. (PL)

(i,J)EE (i,5)EE

f) Formulieren Sie (PL) als LP (PL’), indem Sie u;; als Differenz nichtnegativer Variablen schreiben, und
zeigen Sie, dass das duale Problem (DL’) von (PL’) geschrieben werden kann als

max fls st. —1< az;-s <1, (i,j) € E. (DL)
S
g) Zeigen Sie mit dem Satz vom schwachen komplementiren Schlupf (angewendet auf (PL'), (DL/)), dass
optimale Losungen @ und s von (PL) und (DL) erfiillen
|fLi]’| ag;é = Uy, (Z,j) € FE.

h) Seien @ und § optimale Losungen von (PL) und (DL). Zeigen Sie, dass dann (v, d) mit
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zuléssig fiir (P) ist mit Zielfunktionswert
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Tip: Verwenden Sie unter anderem g).
i) Sei umgekehrt (v, d) zuléissig fiir (P). Zeigen Sie, dass dann u mit
uij = vij(ag;d)
zuléssig fiir (PL) ist. Zeigen Sie, dass gilt

de:Zugj
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und folgern Sie
uifj darfverwe;det werden ||u”% < Ha”%

ffa=Yy"

Vi
’Uij>0 v

> = fd.
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Zusatzaufgabe: Warum gilt die erste Ungleichung (Tip: Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)?

j) Wie erhélt man also durch Losen von (PL) die optimalen Stabvolumen v fiir (P)?

3 Numerischer Test

Auf der Vorlesungshomepage kinnen Sie bei den Ubungen die Datei stabwerk. zip herunterladen. Sie enthélt
mehrere MATLAB-Dateien, die ein Innere-Punkte-Verfahren fiir Lineare Optimierungsprobleme implemen-
tieren, sowie eine Visualisierungsroutine fiir Stabwerke:

Der Aufruf

x=IPLP(c,B,b)



16st das Problem
minc'z Bx=b, x>0.

Ist B eine sparse-Matrix, dann rechnet IPLP mit diinnbesetzten Matrizen.
Der Aufruf

plottruss(x,E,v)

plottet ein Stabwerk mit Knoten x und Stidben FE des Volumens v:

o z = ((z1)1, (21)2, (T2)1, (T2)2, - - -, (Tmegr )1, (Tmgr)2)T: 2(mA4r) x1-Vektor enthilt Knoten z; = (g:g;)

g1

e E=1| : : X 2-Array enthélt Stébe (i, 7).
in Jn

e v: n X 1-Vektor enthilt Volumina der Stabe in E.

j) Implementieren Sie (PL’) in MATLAB: Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion v=opttruss(x,E,f),
die zu gegebene Knoten x, Stiben E (Format wie beschrieben) und dufleren Kréften f (2m x 1-Vektor)
die Vektoren b, ¢, B fiir (PL/) aufstellt, das Problem mit IPLP 16st und aus dem Ergebnis die optimalen
Stabvolumen v fiir (P) berechnet.

Stellen Sie B als sparse-Matrix auf!!!
k) Schreiben Sie ein MATLAB-Programm, das fiir folgendes Problem z, E, f aufstellt, das Stabwerk mit
Ihrem opttruss optimiert und das Ergebnis mit plottruss plottet.
Designproblem: Es soll eine Briicke im Bauraum [0, 110] x [0, 20] entworfen werden.
Die freien Knoten seien auf dem Rechteckgitter

105 .
1<j<1 <k<
<4k>’ <j<10, 0<k<5,

0 110

0)’ 0 )
Somit ist m = 10 -6 = 60, r = 2. Wir lassen potentielle Stibe zwischen allen Knotenpaaren zu, die
sich in x— oder y—Richtung um hochstens eine Gittermasche unterscheiden, also

die fixierten Knoten seien

E = {(Z,]) : 1 < 1< ] < 62, |(CL‘Z)1 - (:Ej)1’ < 10 oder |([El)2 — (l‘j)2| < 4}

Die dufleren Krifte seien

< 01> in den Knoten (18‘]>, (8) in den restlichen Knoten.

Ferner sei v,,4; = 100 und x = 1.

Potentiell moégliche Stébe optimiertes Ergebnis eines dhnlichen Problems

Abgabe: Bis 19.01.2007 in der Ubung



