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7. Ubung zu Analysis I
Aufgabe 31 — ¢-§-Kriterium (Standardaufgabe, leicht):
Zeige mit dem e-9-Kriterium, dass die folgenden Funktionen stetig sind.
a) f:(0,00) > R:x—
b) f:R—-R:z— 2®—322+2
¢) [ R\{0} > R:z > z2

Aufgabe 32 — Lipschitz-Stetigkeit (wichtiger Begriff):
Eine Funktion f: R O D — R heif3t Lipschitz-stetig, falls es ein L > 0 gibt, so dass
|f(z) — f(y)| < L|z — y| fiir alle z,y € D

gilt. Beachte dabei, dass die Zahl L von f abhingen darf, von x und y ist sie aber
unabhéngig!

a) Sei f: D — R Lipschitz-stetig. Zeige, dass f stetig ist.

b) Gib eine stetige Funktion f an, die nicht Lipschitz-stetig ist.

c) Seien f, g : [a,b] — R Lipschitz-stetig. Zeige, dass die Funktion

frg:la, ] =R (f-g)(zx) = f(z) - g(z)
Lipschitz-stetig ist.

Aufgabe 33 — Grenzwerte (wichtig):

Berechne die folgenden Grenzwerte fiir z € C bzw. x € R

2B+ z—2 _ 2" —a _ " i
im ——— im lim =z lim zlogzx
z—1,2#1 z—1 z—=a,27a 2 — @ z—0,2>0 z—0,2>0

Aufgabe 34 — noch einmal die Exponentialreihe (Werkzeug):

a) Beweise mit der Restgliedabschéitzung der Exponentialreihe, dass fiir z € C
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b) Berechne mit a) und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion fiir z € C
e? — e
lim .
z=a.22a 2 — @

Aufgabe 35 — Funktionalgleichung (Anwendung):
Zeige, dass alle stetigen Funktionen f : R — R, die die Funktionalgleichung
flx+y)=fl2)+ f(y)

erfiillen, linear sind.

Student: ,,Konnen Sie uns zu diesem Beweis auch ein Beispiel vorrechnen?”
Professor: ,,Mit diesem Beweis habe ich Thnen bereits alle Beispiele vorgerechnet.”




