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5. Ubung zu Analysis I
Aufgabe 21 — Teilfolgenbegriff (wichtig fiir alle):

a) Bestimme von der Folge (a,,)nen Teilfolgen, die gegen unterschiedliche Werte konver-
gieren,

1442

24+ 3n+n?

b) Gib eine Folge an, die 8 konvergente Teilfolgen mit unterschiedlichen Grenzwerten hat
und die Du dennoch ohne Fallunterscheidungen in der Definition darstellen kannst.
Hinweis: Denke komplex!

Gp,

¢) Sei (¢p)nen eine komplexe Folge mit der Eigenschaft, dass fiir jedes & > 2 die Teilfolgen
(¢kn)nen konvergieren. Konvergiert dann auch die Folge (¢,)nen?

Aufgabe 22 — Reihen (Standardaufgabe, wichtig fiir alle):

Zeige, dass jede der folgenden Reihen konvergiert und bestimme ihre Grenzwerte.

(i) Z_;(_;I)n (i) 237}1 (i) Z_;“?()i;l)n (iv) ; T

Aufgabe 23 — Die Eulersche Zahl (grundlegend):

a) Zeige, daB die Folge (an)nen mit a, = (1 + %)n konvergiert. Gehe dabei in folgenden
Schritten vor.
1.Schritt: Zeige, dafl die Folge (an)nen beschrinkt ist. Weise hierzu jede der folgen-
den Ungleichungen nach.

Hinweis: Zeige, dafl (Z) L < % fir allen € Nund 0 < k < n ist.
2. Schritt: Zeige, daf§ (a,),eny monoton ist.
Hinweis: Die Bernoulli-Ungleichung kann hilfreich sein.
Bemerkung: Der Grenzwert der Folge (a,)nen heiit Fulersche Zahl e.
b) Berechne mit Hilfe von Aufgabenteil (a) und mit Hilfe der Konvergenzsitze die Grenz-
werte der nachstehenden Folgen (b, )nen-

(i) b, = (1 + %)ZH (ii) b, = (z_ﬁ)n )
(iii) b, = (1-1) (iv) bo=(1—-5)".

I
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Aufgabe 24 — Banachscher Fixpunktsatz
(Anwendung von Cauchyfolgen und geometrischer Reihe):

Es sei M = R oder C und (ay,)nen € M eine Folge.

a) Zeige: Existiert ein C > 0 und ein 0 < p < 1 so, dass |ay — ag41| < C - ¢* fiir alle
k € N ist, dann konvergiert die Folge (a,)nen-

Hinweis: Die Folge (S;)neny mit S, =Y ,_, C - ¢* ist eine Cauchyfolge. Begriinde
die Behauptung, wenn Du den Hinweis benutzt.

b) Zeige: Existiert ein 0 < ¢ < 1 so, dass |ax — axy1] < q - |ag_1 — a fiir alle £ € N
ist, dann konvergiert die Folge (a,)nen-

c¢) Beweise nun den Banachschen Fizpunktsatz:

Sei f: M — M eine Abbildung und 0 < q < 1. Ferner erfille f fir alle x,y € M
die Kontraktionsbedingung

f(@) = fW)| <q- |z —yl
Dann gilt

1. f besitzt genau einen Fizpunkt a € M (d.h. f(a) = a).

2. Seib:= by € M beliebig. Dann konvergiert die Folge (bp)nen, mit b1 = f(bn)
gegen a.

Hinweis: Zeige zunéchst, dass a := lim,_,, b, existiert. Zeige anschliefend mit
Hilfe der Kontraktionsbedingung, dass a ein Fixpunkt von f ist, sowie die Eindeu-
tigkeit des Fixpunktes.

d) Gib eine Abbildung f : C — C an, die die Kontraktionsbedingung erfiillt, sowie
ihren eindeutigen Fixpunkt, der laut (c) existiert.

Aufgabe 25 — zwei klassische Texte (besonders fiir Lehreramtsstudenten):

a) Der folgende Lehrsatz stammt von BOLZANO:
Wenn eine Reihe von GréSen Fi(x), Fy(x), F3(z),...,Fn(x),..., Foir(x),..., von
der Beschaffenheit ist, dass der Unterschied zwischen ihrem n—ten Gliede
F.(z) und jedem spiteren F,,.(z), sey dieses von jenem auch noch so weit
entfernt, kleiner als jede gegebene Grofle verbleibt, wenn man nur n grof
genug angenommen hat: so gibt es jedesmal eine gewisse bestdndige Grifie,
und zwar nur eine, der sich die Glieder dieser Reihe immer mehr ndhern,
und der sie so nahe kommen konnen, als man nur will, wenn man die Reihe
weit genug fortsetzt. (zitiert nach Walter, Analysis I)
Worum geht es in diesem Lehrsatz? Schreibe in unserem heutigen mathematischen
Kalkiil auf, was der Lehrsatz aussagt.
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b) Von ZENON VON ELEA (ca. 490-430 v. Chr.) ist die folgende Paradoxie iiberliefert.
Angenommen, Achill vereinbart mit einer Schildkréte einen Wettlauf, bei dem der
Schnellere (ndmlich Achill) dem Langsameren (der Schildkréte) einen Vorsprung
gewihrt. Nehmen wir der Einfachheit halber an, Achill laufe zehnmal so schnell als die
Schildkréte und diese habe einen Vorsprung von 100 Léngeneinheiten. Wenn Achill
diese 100 Langeneinheiten zuriickgelegt hat, hat die Schildkréte immer noch 10 Ein-
heiten Vorsprung; lauft Achill auch diese 10 Einheiten, so betréigt der Vorsprung der
Schildkrote noch eine Einheit, legt er auch dieses Intervall zuriick, so ist ihm die
Schildkréte noch um ein Zehntel der Einheit voraus und so weiter ins Unendliche.
Wenn auch die Differenz kleiner und kleiner wird, so gelingt es dem Verfolger doch
nie, die Schildkréte einzuholen. (zitiert nach Réd, Die Geschichte der Philosophie der
Antike 1)

1. Welche Antwort wiirdest ein heutiger Mathematiker - geiibt im Umgang mit
unendlichen Reihen (zum Beispiel Du als Hérer der Analysis I) - Zenon geben?

2. Worin liegt die Paradoxie im Kern begriindet? Kénntest Du Zenon mit Deiner
Antwort {iberzeugen?

Ein Mathematiker, ein Physiker und ein Ingenieur bekommen jeweils 12 Stidbe und
ein 100m langen Draht, und sollen damit ein mdéglichst grofles Gebiet abstecken.
Der Ingenieur steckt sehr uneffektiv mal hier und mal da einen Stab in die Erde.
Der Physiker iiberlegt und meint er wiirde mit einem gleichseitigen 12-Eck die gréfite
Flache abstecken konnen. Der Mathematiker nimmt die Stidbe, wickelt den Draht
um sich und sagt: ,,Ich bin auflen!”




