5 Potenzreihenansatz und spezielle Funktionen

In diesem Kapitel betrachten wir eine Methode zur Losung linearer Diffe-
rentialgleichungen hoherer Ordnung, die sich anwenden léft, wenn sich alle
Koeffizienten und die rechte Seite in Potenzreihen entwickeln lassen. Die Lo-
sung erhélt man dann ebenfalls in Form einer Potenzreihe.

5.1 Potenzreihenansatz

Der Ubersichtlichkeit halber beschréinken wir uns darauf, den Potenzreihen-
ansatz fiir Gleichungen zweiter Ordnung zu betrachten. Es ist also

v+ @)y +q(x) = f(z) (5.1)

auf einem Intervall (—r,r) C R, wobei wir voraussetzen, dass sich p, ¢ und
f durch auf (—r,r) konvergente Potenzreihen darstellen lassen, also reell-
analytische Funktionen sind:

p(x) = par”, q(x) =) gua", flz) =) fur" (5.2)

Es liegt nahe, als Losungsansatz fiir (5.1) anzunehmen, die Losung hétte eine
in (—r,7) konvergente Potenzreihenentwicklung

o0

y(x) = Z anx". (5.3)

n=0

Wir versuchen, die Koeffizienten a,, zu bestimmen. Nach Satz 9.13 aus der
Vorlesung Analysis II ist

y'(x) = Z na,r" ' = Z(n + Day 2"
n=1 n=0
und - .
y'(z) = Z n(n —1)a,z" 2 = Z(n + 1) (n+ 2)a, 02"
n=2 n=0

Einsetzen in (5.1) ergibt

Z(n + 1)(n + 2)ap 02" + (Zp,ﬂ”) <Z(n + 1)an+1x”>

n=0 n=0 n=0
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+ (Z qna:”> (Z anm”) = Z fna™.
n=0 n=0 n=0

Mit der Cauchyschen Produktformel folgt weiter

Z(n + 1) (n + 2)a, 02" + Z (Z(k + 1)ak+1pnk> x"
n=0 n=0 \k=0

+ Z (Z aank) " = anxna
n=0

n=0 \k=0
woraus wir schlieflich durch Koeffizientenvergleich fiir jedes n € N erhalten:

(’I’L + 1)(” + 2)an+2 + Z(k + 1)ak+1pn—k + Z ArpGn—k = fn
k=0 k=0

Dies ist eine Rekursionsformel zur Bestimmung der a,,. Wir wahlen a¢ und
a; (z. B. entsprechend den Anfangsbedingungen) und berechnen schrittweise
az, ag, .... aus

ani2 = T 1)1(71 ey (fn = (k+1Daxpnk— Y aan—k) (5.4)

k=0 k=0

mit n € N. Falls also eine Losung von (5.1) in der Form (5.3) existiert, so
sind die Koeffizienten as, as, ... eindeutig bestimmt durch ag und a;. Mehr
Freiheitsgrade kann man nicht erwarten, da ja die Losung von (5.1) durch
Vorgabe von y(0) = ag und ¢'(0) = a; eindeutig bestimmt wird.

Nachdem wir (5.4) gewonnen haben, gehen wir nun umgekehrt vor. Zu be-
liebig gewéhlten Werten ag, a; definieren wir a,, fiir n > 2 durch (5.4) und
zeigen, dass die Potenzreihe Y7 a,z™ auf (—r,r) konvergiert. Aus unserer

Herleitung folgt dann, dass

y(x) = Z apx"
n=0

auf (—r,r) eine Losung von (5.1) ist und dass man bei entsprechender Wahl
von ag und a; alle Losungen auf diesem Weg gewinnen kann.

Sei also |z| < r. Wir zeigen, dass die Reihe Y °  a,z" konvergiert. Dazu
wéahlen wir 6 € (|z|,r). Nach Voraussetzung konvergieren die Reihen fiir p, ¢

und f in § absolut. Insbesondere gibt es ein C' mit

STpalem, D lagale Y Iflem <C
n=0 n=0 n=0
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Wir setzen noch A, := max{|ay|6¥ : & < n} und wollen A,,; < 1+ A, fiir
alle hinreichend grofen n zeigen. Mit (5.4) erhalten wir

1 n
a, 5n+2 < fn 6n52+ E+1)la 5k+2 P 5n—k
+ Z |ak‘5k+2|an’5nk>
k=0

1

< M+ﬂxn+2%a¢+Awﬂn+DC§+A¢M%
C

< n+2®¢+AHﬂ&+¥D§1+AM1

falls n > N — 1 und N hinreichend grof. Es ist also
lans1]6" T <1+ A, fallsn>N.
Fiir £ < n ist wegen der Monotonie der Folge (A,,)
lap|0F < A < A, <14 A,

so dass wir
A1 <14 A, firalle n>N

erhalten. Sukzessive finden wir weiter
Anvpt K1+ An, Avie <14+ Ay <24 Ay, .
und daher Ay, < k+ Ay fiir alle £ > 1. Es gibt also ein D > 0 mit
la,|6" < D(n+1) fiir alle n € N.

Hieraus ergibt sich

lan||z|™ = |an| (%—’) o< D (%) (n+1).

Aus der Konvergenz der Reihe Y 7 /D (%)n (n+1) (beachte: % < 1) folgt

nun die Konvergenz der Reihe Y7

Satz bewiesen.

apz™. Damit haben wir den folgenden

Satz 5.1 Auf (—r,r) sei die Differentialgleichung
y' +p@)y +qlx)y = f(z)
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gegeben, und die Funktionen p,q und f seien auf (—r,r) in die Potenzreihen
(5.2) entwickelbar. Sind dann ag,a; € C gegeben und bestimmen wir a,, fir
n > 2 durch (5.4), so konvergiert die Reihe Y~ a,x™ auf (—r,7) gegen die
eindeutig bestimmte Losung der Differentialgleichung, die den Anfangsbedin-
gungen y(0) = ag, ¥'(0) = a; gendigt.

Anmerkungen

1. Sind p, ¢ und f Polynome, so kann r beliebig groft gewahlt werden, d.h.
die Reihe Y ° ; a,z" konvergiert auf ganz R.

2. Ist man an einem Losungsfundamentalsystem interessiert, so bestimmt
man beispielsweise Losungen vy, o mit

y1(0) =1, 54(0) =0 und  2(0) =0, g5(0) = 1.

3. Der Satz zeigt insbesondere, dass die Losung einer linearen Differen-
tialgleichung (2. Ordnung) mit reell-analytischen Daten wieder reell-
analytisch ist.

5.2 Einige spezielle Differentialgleichungen

Wir diskutieren nun einige spezielle Differentialgleichungen, die aus physika-
lischen und technischen Anwendungen kommen.

5.2.1 Die Hermitesche Differentialgleichung

Hierunter versteht man die Gleichung
y' —2zy + My =0, (5.5)

wobei A ein reeller Parameter ist. Satz 5.1 ist offenbar anwendbar, und wir
konnen die Losung fiir beliebige Anfangswerte y(0) = ag, ¥'(0) = a; durch
eine auf ganz R konvergente Potenzreihe darstellen. Die Rekursionsvorschrift
(5.4) liefert in diesem Fall

1 2n — A\
T D)0 (I =) = an e

fiir alle n € N. Fiir ag = 1 und a; = 0 erhalten wir also die Losung

A 4— M)A 8—XN)4—NA
PRSP W (L W (2 IUE2Y W
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und fiir ag = 0 und a; = 1 finden wir

2-X 4, (6-XN)2-X) 5 (10=X)6-=A)(2-2A) -
A ENRY o (0N NCN

Diese beiden Funktionen bilden ein Fundamentalsystem fiir die Hermitesche
Differentialgleichung. Ist speziell A = 2n, so folgt aus der Rekursionsformel
anio = 0. Ist n gerade, so ist daher yizn) ein Polynom, und ist n ungerade,

so ist y$*" ein Polynom. Speziell ist

yd (@) =z +

w0 = 1,

w(z) = =,

u(e) = 1-22,

W) = o 2a

y%g)(a:) = 1—4x2+%x4 U.S.W.

Normiert man diese Polynome so, dass der Koeffizient vor x™ gleich 2" wird,
so erhalten wir die Hermite-Polynome, die man schreiben kann als

Hy(z) = (—1)"" (%)ner.

(Uberzeugen Sie sich davon, dass dies tatsdchlich Polynome sind, die die
Hermitesche Differentialgleichung lésen.)

5.2.2 Die Legendresche Differentialgleichung

Das ist die Gleichung

//_ 2.27 / A<)\+1)
1—x2y 1—22

y y =0, (5.6)

die wir auf (—1, 1) betrachten, und in der A wieder ein reeller Parameter ist.
Fiir diese Gleichung ist

2 fo: 2n+1

n=0

und f(x) = 0. Diese Reihen konvergieren auf (—1, 1), und Satz 5.1 ist anwend-
bar. Die Bestimmung der Koeffizienten der Reihendarstellung der Losung ist
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aber recht kompliziert. Einfacher wird es, den Ansatz y(z) = >~ a,2" in
die zu (5.6) dquivalente Gleichung

(1—a2)y" —2zy + XA+ 1)y =0

einzusetzen:
Z(n+2)(n+1)an+2x"—z n(n—1)a,z"—2 Z na,x"+AA+1) Z ap,x" =0
n=0 n=0 n=0 n=0

und einen Koeffizientenvergleich durchzufiihren:
(n+2)(n + Va2 — n(n —1)a, — 2na, + A(A+ 1)a,, =0,

also

nn+1) = AA+1)  (n=MNn+A+1)
nrDnt2) " miDmry  rnel

Qpy2 = Ap

Mit den Vorgaben ag = 1 und a; = 0 bzw. ag = 0 und a; = 1 erhalten wir
die Losungen

AA+1) 5 AA=2)A+1)(A+3) 4

Wi =1 - T Al v
_ AMA=YA YA+ DA +3)(A+5) 4
6!
bzw
ygx)(gj):$ B ()\_1)3(!>\+2>a:3+()\_1>()\_3é§)\+2)()\+4)x5
A=DA=3)A=5)A+2)A+4H)(A+6) -
- 7l T+

die ein Losungsfundamentalsystem von (5.6) bilden.
Ist A :=n € N, so reduziert sich abwechselnd eine der beiden Losungen auf
ein Polynom vom Grad n:

0

y@) = 1,

y (@) = =,

y(e) = 1-34%
5

y§3)($) = Ili'—gilj‘S,

35
yW) = 1-102% + §x4 U.S.W.



Normiert man diese Polynome so, dass sie an der Stelle x = 1 den Wert
1 annehmen, so gelangt man zu den Legendre-Polynomen, die man in der
folgenden Form schreiben kann

(Man kann wieder zeigen, dass dies Polynome vom Grad n sind, die die
Legendresche Differentialgleichung 16sen.)

5.2.3 Die Besselsche Differentialgleichung
Das ist die Differentialgleichung
2y’ + xy + (22 = Ny =0, (5.7)

die man auf (0, c0) betrachtet und wo A wieder ein reeller Parameter ist. Wir
konnen diese Gleichung auch in der Form

P 2 — \?
v+ -y +
T T

y=20

schreiben. Offenbar ist Satz 5.1 nicht anwendbar, da sich die Koeffizienten
nicht um 0 in eine Potenzreihe entwickeln lassen. Fiir gewisse Werte von A
lassen sich zwar Losungen durch einen modifizierten Potenzreihenansatz

y(x) =" Z ap,z" mitr € R (5.8)
n=0
gewinnen; eine befriedigende Losungstheorie erfordert jedoch Methoden der
komplexen Funktionentheorie. Wir diskutieren daher nur den modifizierten
Potenzreihenansatz (5.8). Mehr zu diesem Thema finden Sie z. B. in Heuser,
Gewohnliche Differentialgleichungen, Abschnitt 27.
Dazu erinnern wir an die Gammafunktion

[':(0,00) =R, z+ / t* e tdt,
0
die der Funktionalgleichung I'(x + 1) = zI'(z) geniigt. Fiir n > 1 ergibt sich
hieraus
F'z+n)=(@+n—-1)...(z+1)zl(zx) fur z>0.

Diese Identitédt erlaubt es, die Gammafunktion auf R \ (—N) fortzusetzen
durch

I'(z+n)
(x4+n—-1)...(x+1)x

I'(z) = fir x € (—n,00) \ (—N).
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Man rechnet leicht nach, dass man so eine wohldefinierte Funktion I' : R\
(—N) — R erhélt, die der Funktionalgleichung

I'z+1)=2aD(x) fir xR\ (—N)
geniigt.
Lemma 5.2 Sei A € R\ {—1,—-2,-3,...}. Dann konvergiert die Potenzreihe

> et (3

n=0

fiir alle x € R.

Beweis Wir setzen zur Abkiirzung a,, := % und betrachten die Reihe

Yo gan (%) 2 Mit der Funktionalgleichung fiir die Gammafunktion erhalten

wir

nI'(n+ 14+ X) 1 0

—_ P— H
m+DIT'(n+24+X) (m+1)n+14+N)

fir n — oo. Aus dem Quotientenkriterium folgt die Konvergenz fiir alle

x € R. [

An1 o

Qn

Aus diesem Lemma ergibt sich fiir alle A € R\ {—1, -2, -3, ...} und fiir alle
x € (0,00) die Konvergenz der Reihe

Inlz) = (g)A D P(v(z_j):+ ) @)% =2 F(fl_j)lnvL \) (g)znﬂ‘

Die so erhaltenen Funktionen J) : (0, 00) — R heifsen Besselfunktionen erster

Art.
Lemma 5.3 Sei A € R\ {—1,—-2,-3,...}. Dann ist Jy auf (0,00) eine Li-
sung der Besselschen Differentialgleichung (5.7).

Beweis Zur Abkiirzung setzen wir

(="

D (n + 1+ \)22n+>

ay, =

und erhalten

(o] [o.¢]
I(z) = 2 g " = E anz?n A,
n=0

n=0
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Da wir konvergente Potenzreihen gliedweise differenzieren diirfen, folgt

J(x) = ) an(2n+ Na?
n=0

Jy(x) = Z an(2n+A)(2n—1+ )\)xZn—Q-f-)\.
n=0

Setzen wir a_; := 0, so finden wir weiter
22T (2) + wJy(x) + (22 — N?) Ty (z)

NE

on+N2n—1+ Na, + (2n+ Na, + a,_1 — Na,) 22"
(( )(

i
o

[
NE

((4n® + 4nX)a, + an_q) 2™ (5.9)

Il
o

n

Andererseits ist

, B (="
(0" +dnd)an = dnln+ ) m e T Syam

(-1

(= D)IT(n + N)2e-Dex — el

Also verschwinden alle Koeffizienten der Potenzreihe (5.9), d.h. 16st J, die
Besselsche Differentialgleichung. [

Satz 5.4 Sei A € R\ Z. Dann bilden Jy und J_) ein Losungsfundamental-
system der Besselschen Differentialgleichung.

Beweis Wegen Lemma 5.3 ist nur noch die lineare Unabhéngigkeit der Funk-
tionen .Jy, und .J_, zu zeigen. Diese folgt aus

xlg& Ja(z) =0 und JH& J_x(z) =00 fir A >0,

was man leicht mit der Definition von J, bestétigt. [

In einigen Féllen lassen sich die Besselfunktionen durch bekannte Funktionen
darstellen.

Satz 5.5 Fir alle x > 0 ist

2 2
Jijo(x) =4/ Esinx und J_q5(x) =4/ — cosT. (5.10)
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Beweis Wir zeigen nur die erste Beziehung aus (5.10) und erinnern an den
speziellen Wert I'(1/2) = /7 (vgl. Vorlesung MIT, Abschnitt 3.4). Zuerst

berechnen wir

3 M43\ A1 (241
Pin+5) = r<"+ ): ”; P(”; ):

2n+1 1_/1 2n+1)-...-3-1
_ 2n+ ""F():(n+2)n+1 3 =

2 2"\ 2
B (2n+1)'\/__(2n+1)'ﬁ
T plonontl nl22n 2

Hieraus ergibt sich

Jip(x) = @gé;)")<g>2n

)rnl22n 2n
- \/_\/_Zn' (2n + 1)! (2)
- \/7?\/57;(27;“)!9’2”

= \/ﬁ\/fsmx:“isinw‘ n
N T

Anmerkung Fir A = n € N ist J_, nicht definiert. Trotzdem kann man
J,, durch eine sogenannte Besselsche Funktion zweiter Art (oder auch Neu-
mannsche Funktion) N,, zu einem Fundamentalsystem fiir die Besselsche Dif-
ferentialgleichung ergédnzen. Diese Funktionen NV, sind definiert durch

N, (x) = lim Jx(z) cos(m) — J_,\(x)'

A—n sin(7w\)
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