3 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir die allgemeine Theorie linearer Differen-
tialgleichungen. Sie werden zahlreiche Parallelen zur Theorie linearer Glei-
chungssysteme feststellen, die bereits weiter oben angeklungen sind.

3.1 Allgemeine lineare Differentialgleichungen erster
Ordnung

Definition 3.1 Seien I C R ein Intervall und A : I — L(R") eine stetige
Abbildung (L(R™) ist mit einer Operatornorm versehen). Diese Bedingung

ist dquivalent zur Stetigkeit aller Eintrage a;; (1 < 4,j < n) der Matriz A.
Dann heift

y' = Az)y (3.1)

eine homogene lineare Differentialgleichung bzw. ein homogenes lineares Dif-
ferentialgleichungssystem. Ist b : [ — R" eine stetige Funktion, so heifit

y = Az)y + b(x) (3-2)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung und (3.1) heifit die zu (3.2)
gehorende homogene Differentialgleichung.

Analog definiert man komplex-lineare Differentialgleichungen mit stetigen
Funktionen A : [ — L(C") und b : I — C". Wegen C" = R?" lassen sich
diese auf den reellen Fall zuriickfithren. Im Folgenden steht K fiir R oder C.

Satz 3.2 Sei I C R ein offenes Intervall und seien A : I — L(K™) und
b: I — K" stetige Funktionen. Dann gibt es zu jedem xog € I und yo € K"
genau eine Losung ¢ : I — K" der Differentialgleichung

Y = Al)y +b(x)  mit ¢(x0) = yo. (3.3)

Bei linearen Gleichungen kann man also Losungen auf dem gesamten Inter-
vall I finden (globale Losungen), was man fiir allgemeinere Gleichungen der
Gestalt ¢ = f(z,y) nicht erwarten kann.

Beweis Man kann sich dhnlich wie im Beweis von Satz 1.10 klarmachen, dass
es geniigt, die Aussage auf jedem kompakten Intervall J C I, das zy enthélt,
zu zeigen. Auf J erfiillt die Funktion

f:IxK"—=K" (z,y)— A(z)y + b(x)
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eine Lipschitzbedingung. Fir (z,y1), (z,y2) € J x K" ist ndmlich

[f(@,91) = f(z,yo)lle = |[(A(@)yr + b(x)) — (A(x)ye + b(2))]]2
= [[A@) (1 — y2)ll2 < [JA@)] - lyr — v2ll2,

und die stetige Funktion z — ||A(z)|| nimmt auf der kompakten Menge .J ihr
Maximum L an. Wie im Beweis von Satz 1.6 findet man fiir den Operator

BiCU) =~ ). (By)@)=w+ (A)y(t) + b(t)) de
die Abschéitzung

L J"
187 — Bl < X

wobei |J| fir die Lange des Intervalles J steht. Da die Reihe > 7 (L\nﬂ
konvergiert, folgt die Behauptung wie im Beweis von Satz 1.6 mit dem Fix-

punktsatz von Banach-Weissinger. [

Man beachte auch, dass man die Losung von (3.3) wieder durch Picard-
[teration gewinnen kann.

3.2 Die homogene lineare Differentialgleichung

Wir gehen nun genauer auf die Struktur der Losungsmenge der homogenen
linearen Differentialgleichung 3y’ = A(x)y ein.

Satz 3.3 Seien I C R ein Intervall und A : I — L(K") stetig. Weiter
bezeichne Ly, die Menge aller Losungen ¢ : I — K" der homogenen Gleichung
y' = A(z)y. Dann ist Ly, ein n-dimensionaler Vektorraum dber K, und die
folgenden Aussagen fir Funktionen o1, ..., pm € Ly, sind dquivalent:

(a) Die Funktionen 1, ..., pm sind linear unabhdangig.

(b) Es gibt ein xg € I so, dass die Vektoren ¢1(xo), ..., om(xo) € K" linear
unabhdngig tiber K sind.

(¢) Fir jedes x € I sind die Vektoren p1(z), ..., om(x) € K" dber K linear
unabhdngig.

Beweis Wir zeigen zunéachst, dass Ly, ein Untervektorraum des Vektorraumes
aller Abbildungen I — K" ist. Offenbar ist die Nullfunktion eine Losung der
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homogenen Gleichung. Weiter: sind y,z € Ly, so ist ¥ = Ay und 2/ = Az
und folglich
(y—2) =y -2 =Ay— Az = A(y — 2),

d.h. y — z € Lj. Schlieblich ist fiir A € K und y € L, auch (\y) = \y =
Ay = A(A\y), d.h. Ay € Ly,

Nun zeigen wir die Aquivalenz der Aussagen (a), (b) und (c). Die Implikation
(¢c) = (b) ist offensichtlich. Sind weiter die Funktionen ¢y, ..., ¢, linear
abhéngig, so sind auch die Vektoren ¢1(xg), ..., ©m(xo) linear abhéngig. Das
beweist die Implikation (b) = (a) und es verbleibt zu zeigen, dass (a) = (c¢).
Seien @1, ...,¢m € Ly linear unabhéngig. Wire (c) nicht erfiillt, so gébe es
ein xg € I und Zahlen cq, ..., ¢, € K, die nicht alle Null sind mit

01901<33'0) + -+ CmQOm(ZBQ) = 0.

Wir setzen ¢ := c11 + - - + ¢npm. Dann ist ¢ eine Losung der homogenen
Gleichung A(x)y = v’ mit ¢(zg) = 0. Nach der Eindeutigkeitsaussage von
Satz 3.2 ist ¢ die Nullfunktion. Dies widerspricht der linearen Unabhéangigkeit
der Funktionen @1, ..., ¢mn.

Schlielich zeigen wir noch, dass dim L, = n. Die Implikation (a) =
(b) zeigt, dass dim L, < dimK" = n. Fiir den Beweis der umgekehrten
Ungleichung seien ey, ..., e, die kanonischen Basisvektoren von K". Nach
Satz 3.2 gibt es Funktionen ¢y, ..., ¢, € Lj mit p;(xy) = e;. Die Implikation
(b) = (a) zeigt die lineare Unabhéngigkeit der Funktionen ¢, ..., ¢,. Also
ist dim Ly, > n. [

Definition 3.4 Unter einem Losungsfundamentalsystem (oder auch Inte-
gralbasis) der Differentialgleichung v = A(x)y wversteht man eine Basis
©1y ...,y des Vektorraumes Ly, ihrer Losungen.

Seien 1, ..., @, Losungen von y = A(x)y. Schreibt man

P1i
Pi = ) i:17...,n,
Pni
so ist @ := (p1,...,p,) eine n X n-Matrix
i1 Pin
¢ = : : )
Pnl 0 Pnn
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deren Spalten die Losungen ¢; sind. Die Zahl (det ®)(z) heift Wronski-De-
terminante von @1, ..., p, in x. Nach Satz 3.3 sind die Losungen ¢4, ..., ¢,
genau dann linear unabhéngig, wenn (det ®)(z¢) # 0 fiir ein zg € I. Die
Implikation (b) = (c) in Satz 3.3 zeigt, dass dann automatisch (det ®)(z) # 0
fir alle x € I ist.

Ist o1, ..., ¢, ein Losungsfundamentalsystem der Gleichung ¢y = A(x)y, so
lafkt sich jede Losung ¢ € Ly, schreiben als

p=cp1+...+cp, mit ¢ ek
In Matrixschreibweise bedeutet das
C1
p = Pc mit c¢= : e K".
Cn
Wiéhlt man die ¢; so, dass ¢;(xg) = e;, so ist weiter
o(xg) = ®(zo)c = ¢,
d.h. die Anwendung dieses ® auf die rechte Seite der Anfangsbedingung liefert
eine Losung ¢ := ®c von 3y = A(x)y mit p(zq) = c.
Schlieflich ist ' = (¢],...,¢) = (A1, ..., Ap,) = AD, d.h. ® ist eine
Losung der Differentialgleichung
Y'=A(x)Y in G=1IxL(K"

im Raum der n X n-Matrizen.

Beispiel A Wir betrachten das Differentialgleichungssystem
Y1 = —Wwyo
Yo = WY
mit [ = R, K =R und n = 2. Wir schreiben dieses System als
! . o 0 —Ww o yl
y = A(x)y mit A(:c)-(w 0 ) und y_<y2 .

Man rechnet leicht nach, dass

pe) = () o) = ()

sin wx COS WT

Losungen sind. Diese Losungen sind linear unabhéngig, denn fiir

(I)(x):<coswx —smwx) ist det@(o):det((l) (1)):1;&0

Sinwxr  Coswx

(und tatséchlich ist auch det ®(z) = (coswz)? + (sinwz)? = 1 # 0 fiir alle
z € R). ]
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3.3 Die inhomogene lineare Differentialgleichung

Wir beginnen wieder mit einer Beschreibung der Struktur der Losungsmenge.

Satz 3.5 Seien I C R ein Intervall und A : I — L(K"), b: I — K" steti-
ge Funktionen. Wir bezeichnen die Losungsmenge der homogenen Gleichung
y' = A(x)y bzw. der inhomogenen Gleichung y' = A(x)y + b(x) mit Ly, bzw.
L;. Dann gilt fiir jedes 1o € L; die Beziehung L; = 1y + Ly,.

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung erhélt man also durch
Addition einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung zur allgemeinen
Losung der homogenen Gleichung.

Beweis Sei 1 eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Fiir jedes
p € Ly, ist dann

(o + @) =+ ¢ = Ao+ b+ Ap = Aty + ) + b,
d.h. ¥y + ¢ € L;, woraus ¢y + L, C L; folgt. Ist umgekehrt ¢) € L;, so ist

(¥ =) =¥ =1y = (AP +b) = (Ao + b) = A(¢) — tbo),
d.h.iﬂ—’gboé[;h und L1g¢0+Lh |

Der folgende Satz liefert genau wie im Eindimensionalen (Satz 2.3) ein Ver-
fahren zur Konstruktion der Lésungen von inhomogenen Gleichungen.

Satz 3.6 (Variation der Konstanten) Es gilt unter den Voraussetzungen
von Satz 3.5: Ist ® = (p1,...,¢,) ein Losungsfundamentalsystem der homo-
genen Gleichung y' = A(x)y, so erhalt man eine Losung ¢ : I — K" der in-
homogenen Gleichung y' = A(x)y + b(x) durch den Ansatz ¢(x) = ®(z)c(x).
Dabei ist ¢ : I — K" eine differenzierbare Funktion mit ¢ (x) = ®(x) 'b(x),

d.h. N
c(x) = e(xg) +/ D(t) " b(t) dt.

xo
Beweis Ist ¢/ = ®!b, so folgt mit der Produktregel
Y =dc+dd =dc+ Db = APc+ b= Ay + b,

also ¢ € L;. ]

Beispiel B Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

/

Y = — Y2, yé =1+,
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Nach Beispiel A ist

sinx cosz

o(a) — ( cos z —sin:c)

ein Losungsfundamentalsystem des homogenen Systems y' = A(x)y. Mit

O sinz nd B(a)b() = o sin g
( ) (o)

—sinx cosx T COST

und Satz 3.6 folgt also

o) = ¢(0) + /0 < fig > dt

Mit partieller Integration findet man

xT

0

/tsintdt = —tcost —i—/ costdt = —xcosx + sinz,
0 0

T

X
/ tcostdt = tsint
0 0

xr
—/ sintdt = xsinx 4+ cosx — 1,
0

also

rsinx +cosx — 1

c(x):c(O)—i—( —zcosz +sinx )

Eine spezielle Losung fiir ¢(0) = (}) ist daher

cosr —sinx —xcosx +sinx —x
Yo(x) = ®(z)c(r) = < sinz  cosx ) < rsinT + cosx ) o ( 1 )’
und die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet
—x CoS T —sinx
v = () +a(ir) re ()
1 sin x CcoST
— o) <(C1) N ( —xfzoszv—irsin:v >)
Co TSINT + coSx

mit Konstanten cq, ¢y € K.
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3.4 Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung

Wir iibertragen nun die bewiesenen Resultate iiber lineare Differentialglei-
chungssysteme erster Ordnung auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ord-
nung.

Definition 3.7 Seien I C R ein Intervall und ag, . ..,a, 1 : I — K stetige
Funktionen. Dann heifst

y(") + an,l(x)y(”’l) + ...+ a(2)y +ao(x)y =0 (3.4)

eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Ist b : [ — K
eine stetige Funktion, so heifst

y(”) + an_l(x)y("_l) + ...+ a(2)y + ag(x)y = b(x) (3.5)

eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, und (3.4) heifit
die zugehorige homogene Gleichung.

Satz 3.8 Mit den Bezeichnungen aus Definition 3.7 gilt:

(a) Die Menge Ly, aller Losungen ¢ : I — K der homogenen Differential-
gleichung (3.4) bildet einen n-dimensionalen Vektorraum tiber K.

(b) Bezeichnet L; die Menge aller Losungen 1 : I — K der inhomogenen
Gleichung (3.5), so gilt L; = v + Ly, fiir jedes 1o € L;.

(¢) Die Lésungen @1, ...,¢, der homogenen Gleichung (3.4) sind genau
dann linear unabhdngig iber K, wenn fir ein und damit fir alle x € T
die Wronski-Determinante

pi(r)  galz) o pala)
Pi(r)  gh(z) o Ph(a)
det . : :
W) o8 V(@) e el (@)

von Null verschieden ist.

Beweis Die Differentialgleichung (3.5) ist (vgl Abschnitt 1.2) dquivalent zum
inhomogenen linearen Differentialgleichungssystem

y(/) = U
Y= Y
: (3.6)
Y2 = Yn-1
Yoy = —ao(®)yo — ar(x)yr — ... — a1 (2)yn_1 + b(2),
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wobei der Losung ¢ : I — K von (3.5) die Losung

¥
/

f= <,0 I — K"

n—1)

ol

von (3.6) entspricht. Entsprechendes gilt fiir die homogenen Gleichungen.
Damit folgt die Behauptung aus den Satzen 3.3 und 3.5. [

Definition 3.9 FEine Basis des Losungsraumes Ly heifit Losungsfundamen-
talsystem.

Beispiel C Die Gleichung
y”——l y’—l——l y=0 auf (0,00) (3.7)
2 222 ' '

hat 1 (z) = z und po(z) = /7 als Losungen (Nachrechnen!). Die zugehorige
Wronski-Determinante ist

(B 2 g (5 ) e S g

i (x) oh(x) NG 2

fir alle z € (0,00). Folglich ist ¢, s ein Losungsfundamentalsystem, und
die allgemeine Losung hat die Gestalt

() = c1p1(2) + cagpa() = 12 + /T

mit ¢1,c9 € R. m

Verfahren der Ordnungsreduktion Wie findet man Losungen von Diffe-
rentialgleichungen wie (3.7)? Das im Folgenden beschriebene Verfahren der
Ordnungsreduktion nach d’Alambert ist anwendbar, wenn eine Losung der
Gleichung bekannt ist (die man wie z.B. die Losung ¢(z) = x von (3.7)
durch Erraten finden kann).

Sei etwa ¢ eine bekannte Losung der Differentialgleichung
y' +al@)y + b(x)y =0 (3-8)

Wir suchen eine weitere Losung ¢ in der Form 1 = pu mit einer zu
bestimmenden Funktion u. Dann ist

d]l:w/u_'_spul und w/l:w//u+2¢/ul+¢u/l
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und folglich

w”—l-aw/—l-biﬂ — SDNU"_Q@/U/I+(Pull+a(gp/u+(10u/)+b(pu
= (¢" 4+ ap' +bp)u + pu” + (2¢" + ap)u’
= ou’ + (2¢' +ap)u’.

Wir sehen: Ist ¢(x) # 0 auf einem Intervall I, so 16st ¢ genau dann die
Gleichung (3.8), wenn u die Gleichung

/
W+ 22 fa =0 (3.9)
o

16st. Nach der Substitution v’ = v geht (3.9) aber in eine lineare Differential-
gleichung erster Ordnung tiber, die wir in Abschnitt 2.2 gel6st haben. Fassen
wir zusammen.

Satz 3.10 Seien I C R ein Intervall und a,b : I — K stetige Funktio-
nen. Weiter sei ¢ : I — K eine Lisung der Differentialgleichung (3.8) mit
o(x) # 0 fir alle x € 1. Ist u eine Losung der Gleichung (3.9), so ist auch
() = @(z)u(z) eine Losung von (3.8). Die Lisungen ¢ und ¢ sind linear
unabhdngig, wenn die Funktion u nicht konstant ist.

Ganz analog fithrt der Produktansatz ¢ := ¢u auch zu einer Reduktion
der Ordnung bei der allgemeineren Gleichung (3.4).

Beispiel D Wir kennen (z.B. durch Erraten) die Losung ¢(x) = z der
Gleichung (3.7) auf (0,00). Der Ansatz ¢(z) = xu(x) liefert eine zu ¢ linear
unabhéngige Losung von (3.7), wenn wir eine nichtkonstante Losung von

¢ 2 1
" 9 1 “ "— 0
u” + ( —(p—i—a)u u +(x _295)“
finden. Sei v’ = v. Die Gleichung
2 1 3
/ /

—_—— —_—— f— —_— p— O

v+ (x Zx)v Vit v

hat nach Satz 2.2 die allgemeine Losung

v 3 3
v(x) = cexp / (——) dt) = cexp (——lnx> = cx ™32,
(z) ( 1 2t 2

Fiir ¢ = —1 ist u(z) = 27/? eine Stammfunktion von v(x), und daher ist

Y(x) = zu(z) = /x eine weitere, zu p(z) = z linear unabhingige Losung. m

1/2
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