5 Der Riemannsche Abbildungssatz

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass man jedes einfach zusammenhén-
gende Gebiet G C C mit wenigstens zwei Randpunkten biholomorph auf die
Einheitskreisscheibe D := {z € C : |z| < 1} abbilden kann. Im Beweis werden
wir die gesuchte biholomorphe Abbildung als Grenzwert einer Folge holomor-
pher Funktionen gewinnen. Wir betrachten daher zunéchst Folgen holomorpher
Funktionen.

5.1 Folgen holomorpher Funktionen und normale Familien

Wir beschreiben zunéchst den fiir Folgen holomorpher Funktionen passenden
Konvergenzbegriff.

Definition 5.1 Sei D C C offen. Eine Folge (f,) von Funktionen f, : D —
C heifst kompakt konvergent, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K wvon D die
Folge der Einschrinkungen (f.|x) gleichmdfig auf K konvergiert. Die Folge ( f,)
konvergiert lokal gleichméssig auf D, wenn jeder Punkt zo € D eine Umgebung
U C D besitzt, auf der die Folge (fn|u) gleichmdfig konvergiert.

Lemma 5.2 Sei D C C offen. Die Folge (f,) konvergiert genau dann kompakt,
wenn sie lokal gleichmdj$ig konvergiert.

Beweis Sei (f,,) kompakt konvergent und zy € D. Wir wéhlen einen Kreis {z €
C: |z — 2| < r}, der komplett in D liegt. Dann ist K := {z € C: |z — 29| < 1/2}
eine in D enthaltene kompakte Menge, auf der die Funktionen (f,) gleichméfig
konvergieren. Dann konvergieren diese Funktionen erst recht gleichméfig auf der
Umgebung U = {z : |z — 2| < r/2} von z.

Sei umgekehrt (f,,) lokal gleichméfig konvergent und K kompakte Teilmenge von
D. Fiir jedes zy € K gibt es eine offene Umgebung U(z), auf der die Folge (f,)
gleichméfig konvergiert. Die offenen Mengen U(zy), 2o € K, tiberdecken K, und
wegen der Kompaktheit von K findet man eine Uberdeckung von K durch endlich
viele der Ul(zg), etwa K C U(z1)U---UU(z,) mit z; € K. Es ist nun klar, dass
die Folge (f,,) gleichméfig auf U(z;)U---UU(z,) und damit auf K konvergiert. m

Satz 5.3 (Weierstrafl) Sei G ein Gebiet, und eine Folge (f,,) holomorpher Funk-
tionen konvergiere auf G lokal gleichmdfiig gegen eine Funktion f. Dann ist f
wieder holomorph, und alle Ableitungen von f, konvergieren lokal gleichmdfig
gegen die entsprechende Ableitung von f.

Beweis Die Funktion f ist als lokal gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen
wieder stetig. Sei nun I' der Rand eines Dreiecks, welches einschlieflich seines
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Randes ganz in G liegt. Da I" kompakt ist, konvergieren die f,, auf I' gleichméfig
gegen f, und wir diirfen Integration und Grenziibergang vertauschen:

/f(z)dz = lim | f.(2)dz =0.
r e Jr

Nach dem Satz von Morera ist f holomorph in G. Wir zeigen nun noch die
lokal gleichméfige Konvergenz von fék) gegen f) fiir alle k > 1. Dazu sei 2y €
G,B, :={z € C: |z — 2| < r} sei ein Kreis um z,, der einschlieklich seines
Randes komplett in G liegt, und es sei B,/» := {z € C: |z — %] < r/2}. Fiir
alle z € B,/; ist dann nach dem Entwicklungssatz (bzw. der verallgemeinerten
Cauchyschen Integralformel)

LR AGESI(S dg‘

27 Jop, (€ — 2z)+*t

() — fP(z)] =

% 2\""
< o 2mr - (Seggr | fu(Q) = F(O]- (;)
= C sup |fa(C) — f(Q)]
(€OBy

mit einer von z € B,/ unabhéingigen Konstanten C'. Es gilt also

sup | f17(2) = fP(2)] < C sup |£.(¢) = F(O =0,

ZEBT/Q CG@BT

woraus die lokal gleichméfige Konvergenz folgt. ]

Folgerung 5.4 (Weierstrat) Sei G ein beschrinktes Gebiet, und die Funktio-
nen f, seien auf G = GUOG stetig und in G holomorph. Wenn die Folge (f,,) auf
OG gleichmdfig konvergiert, dann konvergiert sie auf ganz G gleichmdfig, und
die Grenzfunktion ist in G holomorph.

Beweis Nach dem Maximumprinzip gilt fiir alle m und n sowie fiir alle z € G

¢eoG

Hieraus, aus der gleichméfigen Konvergenz von (f,) auf 0G sowie aus dem
Cauchyschen Konvergenzkriterium folgt sofort die gleichmébige Konvergenz von
(fn) auf G. Nach Satz 5.3 ist die Grenzfunktion auf G holomorph. n

Entsprechende Aussagen gelten natiirlich auch fiir Reihen von Funktionen.

Beispiel (Wird im weiteren nicht benotigt.) Wir iiberlegen uns, dass die Reihe

- 1
2 Z W in C\Z kompakt konvergiert.

j=—o0
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Sei K kompakt in C\Z. Wéhlen wir R € R so, dass K im Kreis {z € C: |z|] < R}
enthalten ist. Dann gilt fiir alle 2 € K und alle N € N mit N > 2R

1 1 1
2T T Z<—-2+Zm

§1=N Al
A—ugl. 1 1
S D TR Sl aE S
S5 ( V\ S —3/2) b,

wobei wir benutzt haben, dass fiir j > N > 2R gilt: |2| < R < N/2 <
j/2. Die Reihe 23 7% 1/ j* ist also eine konvergente Majorante fiir die Reihe
> ez (z — j) 72, woraus die gleichméRige Konvergenz dieser Reihe auf K und da-
mit die kompakte Konvergenz folgt. Die Summe dieser Reihe ist {ibrigens

o0

2
Z< 1, = 7; fir z € C\Z.

z—7J)? sin®mz

j=—o0

Man nennt daher Z;‘;foo € 1])2 auch die Partialbruchentwicklung der Funktion
z > m%/sin® 2. Ahnliche Entwicklungen findet man fiir alle in C meromorphen

Funktionen. m

Weiter stellt sich die Frage, ob der Grenzwert einer kompakt konvergenten Folge
biholomorpher Abbildungen (der nach Satz 5.3 holomorph ist) wieder biholo-
morph ist. Zur Antwort bendtigen wir den Satz von Rouché in der folgenden
einfachen Form.

Satz 5.5 (Satz von Rouché) Sei G ein Gebiet, B eine Kreisscheibe, die mit
threm Rand OB komplett in G liegt, und f und g seien in G holomorph. Gilt

|f(2) —g(2)| < |f(2)| fiir alle z € OB,

so haben f und g in B gleich viele Nullstellen (gezihlt unter Beriicksichtigung
ihrer Vielfachheiten).

Satz 5.6 Sei G ein Gebiet und (f,) eine auf G kompakt konvergente Folge holo-
morpher Funktionen mit nichtkonstanter Grenzfunktion f. Hat f in zg € G eine
k-fache wq-Stelle, so gibt es beliebig kleine Umgebungen U C G von zy, so dass
jede Funktion f, mit hinreichend groffem n auf U genau k wq-Stellen (gezdhlt
unter Berticksichtigung ihrer Vielfachheit) besitzt.

Beweis O.E.d.A. sei wy = 0. Wir wdhlen » > 0 so, dass B,(z) C G (mit
B.(z0) = {2z : |z — 20| < r}) und dass f auf B,(z) nur in z; verschwindet (da
f nicht konstant ist, sind Nullstellen von f isolierte Punkte  Identitétssatz).
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Dann ist d := min{|f(2)| : z € 0B,(z0)} > 0. Weiter wéhlen wir nun N so, dass
fur alle n > N und alle z € 0B,(z) gilt: |f.(2) — f(2)] < d (moglich wegen
gleichméfiger Konvergenz auf 0B, (z)). Fiir alle n > N ist also

1f(2) = fu(2)| < |f(2)| fur alle z € OB,(z).

Der Satz von Rouché liefert nun die Behauptung. [

Folgerung 5.7 Sei G Gebiet und (f,,) eine auf G kompakt konvergente Folge ho-
lomorpher Funktionen mit nichtkonstanter Grenzfunktion f. Sind alle f, injektiv,
so ist auch f injektiv.

Beweis Angenommen, f ist nicht injektiv. Dann gibt es ein wy € C und Punkte
21 # 29 € G so, dass f(21) = f(z2) = wy. Nach Satz 5.6 gibt es dann disjunkte
Umgebungen U; von z; und U, von 25 so, dass jede Funktion f,, mit hinreichend
grokem n in U; und in Us jeweils mindestens eine wqy Stelle besitzt. Dann sind
diese Funktionen f,, nicht injektiv im Widerspruch zu den Voraussetzungen. m

Desweiteren bendtigen wir noch Sétze, die man als Kompaktheitskriterien fiir
Funktionenmengen deuten kann. Bekanntlich besitzt jede beschréankte Folge im
R™ eine konvergente Teilfolge (,,Beschrinkte Teilmengen des R” sind relativ kom-
pakt ). Wir benotigen dhnliche Kriterien, die die Existenz konvergenter Teilfolgen
in Mengen von Funktionen garantieren. Fiir Mengen stetiger Funktionen und die
tibliche gleichméfige Konvergenz leistet dies der Satz von Arzela/Ascoli, den wir
als bekannt voraussetzen und hier nur zitieren. Vorher eine Definition.

Definition 5.8 Sei M C R* und F eine Menge von Funktionen f : M — C.
Die Menge F heifst gleichgradig stetig, wenn es fiir jedes € > 0 ein 6 > 0 so gibt,
dass |f(z) — f(y)| < e fir alle xz,y € M mit |x —y| <6 und fir alle f € F.

Satz 5.9 (Satz von Arzela/Ascoli) Sei M C R* kompakt und (f,) eine be-
schrinkte und gleichgradig stetige Folge von Funktionen f, : M — C. Dann gibt
es eine auf M gleichmdf$ig konvergente Teilfolge von (fy).

Hieraus ergibt sich leicht eine lokale Variante. Dazu nennen wir eine Familie F
von auf einer offenen Menge U C R* definierten Funktionen lokal beschrinkt
bzw. lokal gleichgradig stetig, wenn jeder Punkt von U eine Umgebung V' C U
besitzt, auf der die Familie der Einschrankungen (f|v), f € F, beschrankt bzw.
gleichgradig stetig ist. Aus Arzela/Ascoli ergibt sich sofort

Satz 5.10 (,,Lokaler“Satz von Arzela/Ascoli) Sei U C R* offen und (f,)
eine lokal beschrinkte und lokal gleichgradig stetige Folge von Funktionen f, :
U — C. Dann gibt es eine auf U lokal gleichmdjf$ig konvergente Teilfolge von

(fn)-
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Ist U C C (= R?) und sind die Funktionen f, holomorph, vereinfacht sich die
Situation wesentlich:

Satz 5.11 Sei U C C offen. Jede auf U lokal beschrinkte Familie F holomorpher
Funktionen st lokal gleichgradig stetig.

Beweis Sei a € U und B,(a) = {z € C: |z — a| < r} eine Kreisscheibe, deren
Abschliefung ganz in U liegt. Dann gibt es eine Konstante K so, dass [f(z)| < K

fiir alle z € B ( ) und alle f € F. Wir zeigen die gleichgradige Stetigkeit von F
auf By js(a). Sei e > 0. Fiir alle 2y, 2, € B, /s(a) und f € F ist dann

F(z2) — f(e)] = \ /[ S

Weiter gilt fiir z € B, /2(a) nach dem verallgemeinerten Cauchyschen Integralsatz

< |29 — 21| max_|f'(2)].
ZEBT/Q(G’)

1 27 K 4K
o= f, B < 5 "
20 JoB, (a) ( (27 v
Fiir 21, 2 € Byjs(a) mit |21 — 23| < ¢ := 77 hat man also |f(22) — f(21)| < €. Da
0 nicht von f sondern nur von F abhéngt, ist der Satz bewiesen. ]

Als unmittelbare Folgerung von Satz 5.11 und dem lokalen Satz von Arzela/Ascoli
findet man:

Satz 5.12 (Satz von Montel) Sei D C C offen. Dann besitzt jede auf D lo-
kal beschrankte Folge holomorpher Funktionen eine lokal gleichmafig konvergente
Teilfolge.

Traditionell heifst eine Menge F holomorpher Funktionen f : D — C eine nor-
male Familie, wenn jede Folge aus F eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge
besitzt. Wir kénnen den Satz von Montel also auch wie folgt formulieren:

Jede lokal beschrinkte Familie holomorpher Funktionen ist normal.

Abschliefsend noch eine Aussage iiber die Konvergenz von Folgen aus normalen
Familien. Wir werden sehen, dass in jeder normalen Familie jede punktweise
konvergente Folge lokal gleichméafig konvergiert. Es gilt sogar noch allgemeiner:

Satz 5.13 (Satz von Vitali) Sei G ein Gebiet und F eine normale Familie
von auf G holomorphen Funktionen. Weiter sei (zy),~, eine Folge paarweise ver-
schiedener Punkte aus G, die gegen ein zy € G konvergiert, und (f,) C F sei
eine Folge von Funktionen, die auf M = {z, : n > 0} punktweise konvergiert.
Dann konvergiert (f,,) auf G lokal gleichmdfig.

o8



Beweis Wir definieren eine Funktion g : M — C durch g(zy) := lim,, . fn(2k).
Aufserdem wissen wir, dass es eine Teilfolge von f,, gibt, die lokal gleichméfig ge-
gen eine auf G holomorphe Funktion f konvergiert. Auf M gilt offenbar f|y; = g.
Wir zeigen nun, dass die komplette Folge (f,,) lokal gleichmékig gegen f konver-
giert. Ware dies nicht der Fall, so gédbe es ein €5 > 0, eine kompakte Menge K in
G, eine Teilfolge (f,,),~, von (f,) sowie Punkte z;, € K (k > 1) so, dass

| fop (xr) — fxr)| > €p fiir alle k. (5.1)

Da (fn,) € F und F normal, gibt es eine Teilfolge (fn, ) ., von (f,), die auf

G lokal gleichméfig gegen eine holomorphe Funktion f konvergiert. Wegen (5.1)
kann diese nicht mit f iibereinstimmen. Andererseits ist natiirlich f v =g, d.h.
auf M stimmen f und f iiberein. Nach dem Identititssatz stimmen f und f auf
ganz G iiberein. Widerspruch. [

5.2 Der Riemannsche Abbildungssatz

Der Riemannsche Abbildungssatz macht eine Aussage iiber einfach zusammen-
hangende Gebiete. Zur Erinnerung: Wir bezeichnen mit C* die um den Punkt
oo erweiterte komplexe Ebene, die wir {iber die stereographische Projektion mit
der Riemannschen Zahlenkugel identifizieren.

Definition 5.14 Fin Gebiet (d.h. eine offene und zusammenhdngende Menge)
G C C heifst einfach zusammenhéngend, wenn sein Komplement C*°\G zusam-
menhdngend ist.

Die gleiche Definition trifft man auch fiir offene und zusammenhéngende Gebie-
te G C C*. Wir werden in diesem Abschnitt die einfach zusammenhéngenden
Gebiete in C* bis auf biholomorphe Aquivalenz klassifizieren. Sehen wir uns zu-
nachst zwei einfache Beispiele an.

Beispiel 1 C* ist einfach zusammenhéngend. C* ist jedoch zu keinem echten
Teilgebiet G biholomorph dquivalent. Bei jeder konformen Abbildung f : C* —
G muf namlich die Menge G = f(C*) offen (Offenheitssatz) und kompakt (da
C*> kompakt) sein. Dies ist nur fiir G = C* moglich. n

Beispiel 2 Sei p € C*. Dann ist die punktierte Sphire C>*\{p} einfach zu-
sammenhédngend. Falls p = oo, ist C*\{p} gleich C. Anderenfalls ist z — Zip
eine konforme Abbildung von C*\{p} auf C (wobei co — 0 , p — o00). C
selbst ist jedoch zu keinem beschrankten Gebiet biholomorph dquivalent (Satz

von Liouville). n

Erstaunlicherweise sind aber alle einfach zusammenhéngenden Gebiete im C*°,
deren Komplement mindestens 2 verschiedene Punkte enthélt, zum Einheitskreis
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D = {z: |z| < 1} biholomorph dquivalent! Dies ist der Riemannsche Abbildungs-
satz. Es gibt also genau 3 Klassen einfach zusammenhéngender Gebiete im C*>

beziiglich biholomorpher Aquivalenz. Diese werden reprisentiert durch C*, C
und D.

Satz 5.15 (Riemannscher Abbildungssatz) Sei G C C* ein einfach zusam-
menhdngendes Gebiet, dessen Komplement C*\G mindestens zwei Punkte ent-
hélt. Dann existiert eine biholomorphe Abbildung f von G auf D. Man kann
aufSerdem vorschreiben, dass fir einen beliebig gewdhlten Punkt zy € G\{oo} gilt:
f(z0) =0, f'(20) > 0. Durch diese Vorgaben wird f eindeutig bestimmdt.

Der Rest dieses Abschnittes ist dem Beweis dieses Satzes gewidmet. Wir beginnen
mit der

Findeutigkeit Seien f und g biholomorphe Abbildungen von G auf D mit f(z) =
g(20) = 0 und f'(2), ¢'(20) > 0. Dann ist h := f o gt~V eine biholomorphe
Abbildung von I auf sich mit A(0) = 0. Wie wir aus der Ubung wissen, ist & dann
eine Drehung, d.h. h(z) = €'z mit einem ¢ € [0, 27|. Hieraus folgt h'(0) = e*.

Andererseits ist
R0) = (fog™)(0) = f'(g""(0)- (¢ ") (0)

/ 1 — (s /(5
= f(%)'m—f(o)/g(o)>0,

so dass notwendigerweise €¥ = 1, d.h. h(z) = z bzw. f = g. n

Den Ezistenzbeweis fithren wir in drei Schritten:

(a) Wir konstruieren eine biholomorphe Abbildung f; von G auf ein Gebiet
G* C D so, dass fi(z0) =0, fi(z9) > 0.

(b) Unter allen injektiven holomorphen Abbildungen g von G* in D mit ¢(0) = 0
suchen wir einen Kandidaten fy fiir eine Abbildung aufD. Die Idee ist, ¢'(0)
maximal zu wéhlen, da ¢’(0) den ,Vergroferungsfaktor von ¢ in der Nihe
der 0 beschreibt.

(c) Wir zeigen, dass die in (b) bestimmte Abbildung tatséchlich der Bedingung
fo(G*) = D geniigt. Damit ist f = fyo fi eine Funktion, deren Existenz der
Riemannsche Abbildungssatz behauptet.

Zu (a). Sei G C C™ ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, a und b seien aus
C>\G, und 2 aus G\{oo}. Wir wihlen eine biholomorphe Abbildung 77 auf C*
so, dass T1(a) = 0, T1(b) = co. (Man kann z.B.

=4 fiir a,b # oo

fiir a = 00,b # 00

I3
=
SH

T1:21—>

N
&

—a  fira# oo,b=00
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wéahlen.) Dann ist G; := T1G ein einfach zusammenhéngendes Teilgebiet von
C\{0} . Auf Gy existiert daher eine Quadratwurzel Ty (d.h. (T(2))* = = fiir
alle z € Gy), und G; wird durch T, biholomorph auf ein Gebiet Gy C C\{0}
abgebildet. ( Ubung. Die Existenz einer solchen Quadratwurzel folgt auch mit
dem Kreiskettenverfahren.)

Ist wy irgendein Punkt in G, so gibt es eine Kreisscheibe B, (wy) mit B, (wg) C
G. Dann ist aber B,.(—wy) NGy = (. Mit w € G kann némlich nicht gleichzeitig
—w € G4 gelten, da sonst T5 nicht bijektiv wére. Im Komplement von G5 liegt
also eine komplette abgeschlossene Kreisscheibe, ndmlich B, (—wy).

Wir wéhlen nun eine biholomorphe Abbildung 75 : C>* — C*, die C*\ B,.(—wj)
auf D abbildet. Dies wird z.B. erreicht durch

r

T5: 2 — i
Z + wq

Fir z € (C\B( wp) ist namlich |z + wg| > r, d.h. [T3(z)] < 1. Wegen Gy C
C*\B,(—wyp) ist also G3 := T5G> ein in D enthaltenes einfach zusammenhén-
gendes Gebiet.

Sei noch z3 := T3 0Ty 0 T1(z) € Gz C D. Dann ist

T, DoD, 2 223

eine biholomorphe Abbildung, die D auf sich und z3 in 0 abbildet. Schliefslich ist,
da alle Abbildungen T; biholomorph sind, (T o T5 o Ty 0 T1)'(29) =: ap ungleich
0 (vgl. Biholomorphiekriterium). Es gibt also ein ¢ € [0,27) mit e“?ag > 0. Mit
der Drehung

Ty :D — D, 2z €%z

haben wir damit das Gewlinschte erhalten: die Funktion f; := TsoTy0T30T50T]
bildet G biholomorph auf ein einfach zusammenhéngendes Gebiet G* C D ab,
und es gilt fi(z0) = 0 sowie fi(z0) > 0.

61



\ G 36“’0) /G

G3

Zu (b). Sei nun also G* C D ein einfach zusammenhéngendes Gebiet mit 0 € G*.
Wir betrachten die Menge

F :={f:G*— D: f holomorph, injektiv, f(0) =0, f'(0) > 0}.

Diese Funktionenmenge ist nicht leer, denn die identische Abbildung z — z liegt
in F, und diese Menge ist durch 1 beschrankt. Nach dem Satz von Montel ist F
also eine normale Familie. Es sei

a = sup f'(0).
fer

Da die Funktion z +— z zu F gehort, ist a > 1. Wir zeigen, dass a < co. Dazu sei
(fn) eine Folge aus F mit f/(0) — a. Da F eine normale Familie ist, enthélt die
Folge (f,) eine lokal gleichméfig konvergente Teilfolge, die wir der Einfachheit
halber wieder mit (f,,) bezeichnen. Ihre Grenzfunktion nennen wir f;. Nach dem
Satz von Weierstral (= Satz 5.3) gilt f/(0) — f(0), also ist a = f{(0) endlich.
Wir iiberlegen uns noch, dass fy € F. Zunéchst ist wegen o = f{(0) # 0 die
Funktion fy nicht konstant. Weiter: aus |f,| < 1 auf G* folgt |fy| < 1 auf G*.
Nach dem Maximumprinzip ist dann sogar |fo| < 1 auf G*, d.h. fo(G*) C D.
Schlieflich ist fj injektiv nach Folgerung 5.7. Da natiirlich fo(0) = 0 ist, folgt die
Behauptung f, € F.

Zu (c). Sei G* C D wie in (a) konstruiert und f; : G* — D wie in (b) definiert.
Wir wollen nun zeigen, dass fo(G*) = D. Dazu beweisen wir folgende Aussage,

die man als Umkehrung des Schwarzschen Lemmas (, Abschnitt 3.3) deuten
kann.
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Lemma 5.16 Sei Gy ein einfach zusammenhdngendes echtes Teilgebiet von D
mit 0 € Go. Dann gibt es eine injektive holomorphe Funktion h : Go — D mit
h(0) = 0 und h'(0) > 1.

Angenommen, dieses Lemma wéire bereits bewiesen. Dann kénnten wir den Be-
weis des Riemannschen Abbildungssatzes wie folgt beenden: Wir wollen zeigen,
dass fo(G*) = D. Wire Gy := fo(G*) eine echte Teilmenge von D, so kénnte man
eine Funktion h : Gy — D wie im Lemma wahlen. Dann wére ho f; eine Funktion
aus JF, fiir deren Ableitung in 0 gilt

(hoo fo)" (0) = B (fo(0)) - f5(0) = h'(0) - a > av.
Dies widerspricht der Definition « := sup{f’(0) : f € F} von a. n
Beweis des Lemmas Wir withlen einen Punkt ¢ € D\Gy. Dann ist

Z—C

Si1:D—D, z+—

— Cz

eine biholomorphe Abbildung von I auf D, die ¢ in 0 und 0 in —c iiberfiihrt.
Also enthélt S1(Gp) den Nullpunkt nicht, und da auferdem S;(Gy) wieder ein-
fach zusammenhéngend ist, gibt es auf S;(Gp) einen holomorphen Zweig Sy der
Quadratwurzel. Sy ist injektiv, und (S30.57)(Go) € D. Mit d := Sy(—c¢) (beachte:
—c € 51(Gp)) und einem beliebigen A € R (welches wir spéter genau festlegen)
sei o

1—dz

Wir betrachten die Funktion A := S3 08,05 : Gy — D. Es ist h(0) =
S3(S2(—c)) = S3(d) = 0 und (da alle betrachteten Funktionen biholomorph sind,
vgl. Biholomorphiekriterium) A’(0) # 0. Wir wihlen und fixieren A € R so, dass
h'(0) > 0. Abschliefend iiberlegen wir uns, dass dann bereits A’(0) > 1 sein muk.

Essei S5 : D — D, 2z +— 2% Dann ist h* := Sf_l) 0S50 S:g_l) eine holomorphe
Abbildung von D in sich. Da die Einschrankung von S5 auf S5(S;(Gy)) die Um-
kehrabbildung zu S, ist, ist die Einschrankung von h* auf S3(S2(S1(Go))) = h(Gy)
die Umkehrabbildung zu h. Es ist also h*(0) = 0, die Abbildung h* ist jedoch
keine Drehung von D (h* ist nicht einmal injektiv, da zwar S; und Sy bijektiv
sind, die Abbildung S; aber z.B. +1/2 und —1/2 jeweils auf 1/4 abbildet). Nach
dem Lemma von Schwarz ist daher |(2*)'(0)| < 1. Dann ist aber

S5:D—D, 2z e?

1(0) = 1/(h")'(0) > 1,

was 7U zeigen war. [

Als triviale Folgerung erhélt man, dass insbesondere jedes von C* verschiedene
einfach zusammenhéngende Gebiet umkehrbar stetig auf D abgebildet werden
kann. Dies lafst sich auch direkt beweisen, ist aber ebenfalls keineswegs trivial.
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Uber die praktische Bestimmung von Riemann-Abbildungen fiir konkrete Gebie-
te kann man sich orientieren in Prem Kythe: Computational Conformal Mapping.
Um einen ersten Eindruck zu gewinnen, kénnen Sie auch Bsp. 1 in IV, §9 von
Behnke/Sommer durcharbeiten. Dort wird eine biholomorphe Abbildung unter-
sucht, die das Rechteck mit Ecken in +a/2 und +a/2+bi auf die obere Halbebene
abbildet, wobei £a/2 in £1 und bi in oo iibergehen. Durch diese Festlegungen
ist die gesuchte Abbildung f eindeutig bestimmt. Es wird dann (im wesentlichen
mit dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip) gezeigt, dass sich f zu einer doppelt-
periodischen Funktion mit den Perioden 2a und 2bi fortsetzen lafst, d.h. dass

flz4+m-2a+1-2bi) = f(2) Vm,l € Z.

Die Umkehrfunktion f-% wird durch ein sog. elliptisches Integral beschrieben.

5.3 Zum Randverhalten Riemannscher Abbildungen

Wir wenden uns noch kurz der Frage zu, ob sich eine Abbildung f : G — D wie
im Riemannschen Abbildungssatz stetig auf den Rand von G fortsetzen lafst. Da
wir etwas iiber den Rand von G aussagen wollen, ist es zweckmafiger, statt f die
Umkehrabbildung ¢ : D — G, g = =Y, zu betrachten. Aukerdem nehmen wir
an, dass 0 € G und g(0) = 0 sowie ¢’(0) > 0.

Wir nehmen zunéchst einmal an, g liefe sich stetig auf den Rand 0D von D

fortsetzen. Dann gilt
g(0D) C 0G. (5.2)

Ist ndmlich a* € 0D und (a,) C D eine gegen a konvergierende Folge, so folgt
aus der Stetigkeit von g, dass g(a,) — g(a*) =: b*. Wére b* im Inneren von G, so
wiirde, da die Umkehrfunktion zu g in einer Umgebung von b* stetig ist, gelten:

9(71)<g(an)) — 9(71)((?*) € D bzw. a,, — a* € D. [,‘
Wir iiberlegen uns weiter, dass

g(D) =G. (5.3)
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Aus g(D) = G und g(dD) C IG folgt g(D) C G. Sei b* € AG. Wir wihlen eine
Folge (b,) C G, die gegen b* konvergiert. Die Folge (a,),a, := g~V (b,) besitzt
eine in D konvergente Teilfolge. Ist a* ihr Grenzwert, so gilt g(a*) = lim g(a,) =
limb, = b*, d.h. b* € g(D).

Mit (5.2) und (5.3) und wegen g(ID) = G hat man nun ¢g(9D) = 9G. Mit ande-
ren Worten: 0G ist ein stetiges Bild von 0D, d.h. eine geschlossene Kurve. Falls
sich g sogar zu einem Hom6omorphismus (d.h. g ist stetig, die Umkehrabbildung
existiert und ist wieder stetig) von D auf G fortsetzen lit, so ist G ein homéoo-
morphes Bild von 0D, d.h. eine Jordankurve.

Bisher haben wir von der Holomorphie von ¢g gar nicht Gebrauch gemacht. Es
zeigt sich nun, dass fiir Abbildungen g wie im Riemannschen Abbildungssatz auch
die Umkehrung gilt:

Satz 5.17 Sei g ein beschrinktes einfach zusammenhdngendes Gebiet und g :
D — G die Riemann-Abbildung mit g(0) = 0 und ¢'(0) > 0. Dann lifit sich g
genau dann zu einem Homdéomorphismus von D auf G fortsetzen, wenn OG eine
Jordan-Kurve ist.

Einen Beweis finden Sie in Conway, Functions Of One Complex Variable, II.
Springer, Theorem 5.6 in Abschnitt 14.8.

Dieses Resultat zeigt, dass das Randverhalten von Riemannabbildungen in vielen
Féllen recht gut ist. Um den Gegensatz zum Randverhalten nicht-holomorpher
stetiger Funktionen zu verdeutlichen, betrachten wir ein abschlieffendes Beispiel.

Beispiel Die Funktion
1

0:D—D, 2z zeTF

ist ein Hom6omorphismus von D auf sich. Betrachtet man fiir fixiertes ¢ € R
aber das Verhalten von o(e*#r) fiir (0,1) 3 r — 1, so ist wegen
o(e¥r) =re" et

klar, dass das Bild von €*#(0,1) unter der Abbildung ¢ sich spiralférmig dem
Einheitskreis dD néhert und dabei den Nullpunkt unendlich oft umlauft. Obwohl
der Rand 0D also so gut ist wie nur moglich, &8t sich ¢ nicht stetig auf diesen
fortsetzen.
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