2 Der Cauchysche Integralsatz

2.1 Komplexe Kurvenintegrale

In allen Anwendungen werden wir nur iiber Kurven integrieren, die sich aus
Stiicken von Kreisen und Geraden zusammensetzen. Wir definieren komplexe
Kurvenintegrale daher nur iiber stiickweise glatten Wegen. Eine Ubertragung auf
beliebige rektifizierbare Wege ist in den meisten Fillen moglich.

Ein Wegist eine stetige Abbildung 7 von einem Intervall [a, b] C R in die komplexe
Ebene C. Der Weg ~ heikt stetig differenzierbar, wenn die Funktion v : [a,b] —
C stetig differenzierbar ist (im tiblichen ,reellen Sinn), d.h. ist v(t) = «(t) +
i(t), so sollen die beiden Funktionen «, 3 : [a,b] — R stetig differenzierbar
sein. Die Ableitung ~/(¢) ist dann die komplexe Zahl o/(t) +if'(t) oder das Paar
(o/(t),ﬁ’(t)) € R?. Der Weg 7 : [a,b] — C heifit stiickweise stetig differenzierbar,
wenn es Punkte a =ty < t; < ... <t, = bso gibt, dass die Einschréankung von ~
auf jedes Intervall [t;, ¢;41] einen stetig differenzierbaren Weg ergibt. Im Weiteren
sei v : [a,b] — C ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, T" := 7([a, b]) die
durch ~ beschriebene Kurve und f = u + iv : I' — C eine stetige Funktion.

Definition 2.1 Seien o, 3,7, f,u,v wie soeben beschrieben. Dann definieren wir
das komplexe Wegintegral von f entlang v durch

Lf(z)dz = /7<Uda —vdf) +1 /(Uda + udf3)

v

(die Existenz der Wegintegrale auf der rechten Seite ist uns aus der reellen Ana-
lysis bekannt).

Ist v sogar stetig differenzierbar, so gilt natiirlich

[ = [ wtm)a® - ow)s )
+z’/ (v(v(t)) ' () + u(y(t))B'(¢))dt .

Vereinbaren wir folgende Definition fiir das Integral {iber eine stetige Funktion

g:la,b] = C

/ o)t = / (Re g)()dt + i / (Im g)(t)d | 2.1)

so erhalten wir weiter



Nun ist aber, wie man durch Ausmultiplizieren leicht nachrechnet, der Integrand
dieses Integrals gleich

(wv®) +iw(v(1) ) - (') +i8(8) = F(3() -7 (1),
und wir gelangen zur dquivalenten

Definition 2.2 Seien f,~ wie oben und v stetig differenzierbar. Dann ist

[ s | 1) AWt

wobei das rechte Integral im Sinne von (2.1) zu verstehen ist.
Eigenschaften von Wegintegralen

(a) f,y f(z)dz kann auch iiber Riemannsummen erklirt werden.

(b) f7 f(z)dz héangt nur von der Kurve I' und deren Orientierung, nicht aber
von der Parametrisierung v ab.

(©) [,(f +9)(2)dz = [ f(2)dz+ [ g(z)dz
d) [, ., f()dz= [ f(z)dz+ [ f(z)dz
M =7+

7 2
(e) J_ f(2)dz=— [ f(2)dz
./é—\%_,/—.

— o
(f) | [, f(z)dz| < L(%) sup.er |f(2)]-

(9) Sei g : D — D holomorphe Funktion mit stetiger Ableitung, 4 : [a,b] — D
stetig differenzierbarer Weg, v := g o 4. Dann ist

L f(2)dz = / F(9(0)g'(C)dc

Beweis:

[tea= [ e = [ raGe) g6



(h) Sei v ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg und I' die zugehorige Kur-
ve. Weiter seien f, stetige Funktionen auf I', die gleichméfig gegen eine
Funktion f auf I' konvergieren. Dann gilt

lim fn(z)dz:/f(z)dz

n—oo

Beweis: Wegen der gleichméfigen Konvergenz der Funktionen f,, ist f stetig;
daher existiert f,y f(z)dz. Wegen (c) und (f) gilt:

/vf”(z)dz - Af<z>dz‘ <L) [fo = flle — 0. .

Durch Betrachten der Partialsummenfolge erhédlt man ein analoges Vertau-
schungsresultat fiir gleichméafig konvergente Reihen.

(7) Eine holomorphe Funktion F' : D — C heifst Stammfunktion von f, wenn
F’' = f.Ist f stetig, v : [a,b] — D stetig differenzierbar und F' Stammfunk-
tion von f, so gilt

/ f(2)dz = / F () (8 dt = / F(7(t)) +/(t) dt
= / % (F(y(t))) dt = F(V(b)) — F(v(a)) ) m

Wir berechnen nun einige der fiir die Funktionentheorie wichtigsten Integrale.

Beispiel 1 Sei B der Kreis mit Mittelpunkt ¢ und Radius » > 0, und wir durch-
laufen den Rand von B im Gegenuhrzeigersinn. Dann gilt

0 falls n € Z\{—1
/83(2’—0)”(12:{ S

271 falls n = —1.

Der Rand von B ist die durch v : [0,27] — C, t — ¢+ re®
beschriebene Kurve. Wegen +/(t) = rie’ ist B

21 21
/ (z—¢)"dz = /(z —o)"dz = / (re™)™ire dt = "t / ie’ L gt
OB ~ 0 0

Fiir n = —1 ist dieses Integral gleich 27i. Fiir n # —1ist F(t) :== = et eine
Stammfunktion von f(t) := ie™*Y* und daher ist
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/ (z —c)"dz = r" "' F(2m) — "1 F(0) = 0. O
0B

Beispiel 2 Sei wieder B = {# € C : |z — ¢| < r} und 0B wie in Beispiel 1
orientiert. Dann ist

1 1 p 1 fir z € B
omi Jop C—2

2mi 0 fiir z € C\B.

Ein Vorgehen wie in Beispiel 1 ist wenig aussichtsreich. Durch einen Trick redu-
zieren wir das Problem auf den Fall z = ¢. Sei zunéchst z € B, d.h. |z —¢| < 7.

Wir setzen w = % mit ¢ € 0B und erhalten wegen |w| = @ <1
1 1 1
(—2z (—c—(2z—¢) (—cl—-w _CZw

(geometrische Reihe).

Da fiir alle ¢ € 0B gilt |w| = @ < 1,ist Y 07 |w|™ eine absolut konvergen-
te Majorante fiir > w™. Diese Reihe konvergiert also gleichméfig auf dB. Mit
Eigenschaft (h) erhalten wir fiir alle z mit |z — ¢| < r:

/8BC_ZC Z/Bc—c Z_C> do = Zz_c /%

und dies ist gleich 27¢ nach Beispiel 1.

Fir z mit |z — ¢| > r schreiben wir 4— als — > (%)n und erhalten
| - i%/(c—@"dc-o. -
oG — 2 —(z—c)"" Jop

2.2 Der Cauchysche Integralsatz

Der Cauchysche Integralsatz (in einer seiner Fassungen) besagt, dass f7 f(z)dz =
0 fiir jede holomorphe Funktion f und jeden geschlossenen stiickweise stetig dif-
ferenzierbaren (oder wenigstens rektifizierbaren) Weg 7 in einem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet D. Wenn wir wiissten, dass f eine Stammfunktion besitzt
oder dass die Funktionen u,, u,, v,, v, stetig sind, wiirde der Cauchysche Integral-
satz unmittelbar aus den bekannten Séatzen fiir reelle Wegintegrale folgen. Wir
wollen den Satz ohne diese Zusatzvoraussetzungen beweisen und miissen daher
etwas weiter ausholen. Allerdings werden wir den Cauchyschen Integralsatz nur in
einer seiner einfachsten (fiir viele Anwendungen ausreichenden) Formulierungen
beweisen. Wichtigstes Hilfsmittel fiir den Beweis ist das
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Lemma 2.3 (Integrallemma von Goursat) Sei D # 0 offen und f holo-
morph auf D. Dann gilt fiir den Rand OA jedes abgeschlossenen Dreiecks A C D:

/aAf(z)dz:O.

Mit anderen Worten: Der Integralsatz gilt fiir Dreiecksrdnder.

Beweis Fiir jedes Dreieck A bezeichnen wir
mit L(OA) seinen Umfang, und wir setzen
a(A) := [, f(2)dz. Durch Seitenhalbierung
teilen wir das Ausgangsdreieck A in 4 kon-
gruente Teildreiecke Ay, ..., Ay.

Wegen Eigenschaften (d) und (e) ist dann
4
a(A)= | f2)dz=) [ f2)dz=> a(L,).
oA o1 Jon, =

Unter den 4 Integralen a(A;) wéahlen wir ein betragsgrofites aus. Das zugehorige
Dreieck bezeichnen wir mit A'. Dann gilt also

a(A)] < 4a(AD)], LAY = %L(@A) |

Dieses Verfahren wiederholen wir fiir A' und erhalten ein Dreieck A2. So fort-
fahrend entsteht eine Folge A D A! D A? O ... abgeschlossener Dreiecke mit

la(A)] < 4"a(A™)|, L(OA™) = 27 "L(AA). (2.2)

Nach dem Intervallschachtelungssatz besteht ()2 A" aus genau einem Punkt c.
Da f holomorph in D ist und ¢ € A zu D gehort, gibt es eine auf D stetige
Funktion mit ¢g(c) = 0, so dass

fe)=fle)+f(e)z—c)+(2—c)g(z) furalleze D (2.3)

(Zerlegungssatz an der Stelle ¢). Die speziellen Funktionen z — f(c¢) und z —
f'(¢)(z — ¢) besitzen aber trivialerweise Stammfunktionen. Daher gilt

fedz=0, | fle)z=cdz=0, n>1,
OA™ OA™

und aus (2.3) folgt durch Integration tiber OA™
a(A") :/ (z—0c)g(z)dz, n>1.
oAn
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Mit der Abschétzung (f) und mit (2.2) erhalten wir

a(A™)] < LOA™) sup |(z — )g(=)] < L@OA™[lglloan

zZEQA™

und
|a(A)] < 4%a(A")] < 4"LOA™)*|lgllc@ary = LIOA)?(|gllcoan) -

Wegen g(c) = 0 und der Stetigkeit von g findet man zu jedem vorgegebenen € > 0
ein ng so, dass [|g||cany < € fiir alle n > ng. Fiir jedes feste € > 0 ist daher

|a(A)] < e L(0A)?,

und da ¢ beliebig ist, folgt |a(A)| =0. n

Eine offene Menge D C C heifit Sterngebiet mit Zentrum c, falls fiir jeden Punkt
z € D die Verbindungsstrecke [c, z] komplett in D liegt.

Satz 2.4 (Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete) Sei G Sterngebiet mit
Zentrum ¢ und f holomorph in G. Dann ist F(z) := f[c 4 f(¢)d¢ eine Stammfunk-

tion fir f auf G; und insbesondere gilt fiir jeden stiickweise stetig differenzierbaren

geschlossenen Weg v in G:
/f(z)dz =0.
2!

Beweis Wegen |[c, z| C G ist die Funktion F
korrekt definiert. Fiir den Beweis des Satzes
geniigt es zu zeigen, dass F' Stammfunktion
von f ist, d.h. dass F' in jedem Punkt zy € G
komplex differenzierbar und F'(zy) = f(z0)
ist. Sei z € G so nahe an zy, dass auch die
Strecke [z, z] noch ganz in G liegt. Nach dem
Lemma von Goursat ist

/ F(Q)d¢ =0
[e,20]4[20,2]+][2,¢]

und demzufolge

F(z) = F(z) + - f(¢)dc. (2.4)
Wir definieren F(2) - Flz)
Z) — Ir'(z0 .
() = p— fiir 2z # 2
f(20) fir z = 2
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und missen die Stetigkeit von F} an der Stelle zy; beweisen. Wegen (2.4) und
wegen f[ZO 2 dC =z — 2o ist fiir 2 # 2

1

zZ— 20

F1(2’> — Fl(Zo) =

/[ (O = sy c.

woraus mit Abschétzung (f) folgt:

R) = Fileo)l < (= Lose]) s 1£6) = ()]

=1

Da f stetig in zy ist, folgt hieraus die Stetigkeit von F} in z. ]

Wir formulieren noch eine allgemeinere Version des Cauchyschen Integralsatzes
und benotigen dazu den Begriff eines einfach zusammenhédngenden Gebietes. An-
schaulich bedeutet dies, dass sich jede geschlossene Kurve im Gebiet auf einen
Punkt zusammenziehen lafst. Hier ist die exakte Definition:

Definition 2.5 Seien vy,7v1 : [0, 1] — G zwei geschlossene Wege in einem Gebiet
G. Dann heif$t 7o zu v, homotop in G, wenn es eine stetige Funktion T': [0, 1] X
[0,1] — G so gibt, dass

['(s5,0) =70(s) und T(s,1)=(s) firsel0,1]

und
0,t) =T(1,t) firte|0,1].

Sind 7 und ~; zueinander homotop, so schreiben wir v; ~ ~,. Homotopie ist eine
Aquivalenzrelation.

Definition 2.6 FEin geschlossener Weg v in G heifit nullhomotop (v ~ 0), wenn
v zu einem konstanten Weg homotop ist.

Definition 2.7 Ein Gebiet G heifit einfach zusammenhéngend, wenn jeder ge-
schlossene Weg in G nullhomotop ist.

Eine andere anschauliche Deutung des einfachen Zusammenhanges ist, dass das
Gebiet keine Locher aufweist. Bezeichnen wir mit C* := C U {oo} die um den
Punkt oo ¢ C erweiterte komplexe Ebene (die wir iiber die stereographische
Projektion mit der Riemannschen Zahlenkugel identifizieren), so gilt

Satz 2.8 Fin Gebiet G ist genau dann einfach zusammenhdngend, wenn sein
Komplement C*\G in C* zusammenhdngend ist.
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Ein Beweis ist in Conway, Kapitel VIII, Satz 2.2.

Satz 2.9 (Cauchyscher Integralsatz) Ist G ein einfach zusammenhdingendes
Gebiet, so ist f7 f(z)dz = 0 fir jede geschlossene rektifizierbare Kurve v in G
und jede auf G holomorphe Funktion f.

Einen Beweis finden Sie in Conway, Kapitel IV, Satz 6.15. Dort finden Sie auch
weitere Verallgemeinerungen dieses Satzes.

2.3 Die Cauchysche Integralformel

Fiir den Beweis der Cauchyschen Integralformel bendtigen wir Verschiarfungen
des Goursatschen Lemmas und des Cauchyschen Integralsatzes aus 2.2. Spéater
(Riemannscher Fortsetzungssatz) werden wir sehen, dass diese ,Verschéarfung“ gar
keine ist.

Lemma 2.10 (Lemma von Goursat fiir punktier-
te Gebiete) Sei D # 0 offen, ¢ € D, f stetig auf D
und holomorph auf D\{c}. Dann gilt fir jedes Dreieck
A C D, welches ¢ als Eckpunkt hat, )

f(z)dz=0. “
oA

Beweis Wir wihlen auf den von ¢ ausgehenden Seiten von A zwei Punkte a,b
und erhalten eine Zerlegung von A in Teildreiecke Ay, Ay, A3 wie in der Skizze.
Wegen Eigenschaften (d) und (e) gilt

3

” f(z)dz = Z f(z)dz.

j=1 Y04

Nach dem Goursatschen Lemma, angewandt auf Ay und As, ist weiter

f(z)dz = f(z)dz.
oA EYN|

Hieraus folgt
‘ » f(z)dz’ < L(OAL) - [ flleca

und da L(0A;) durch Wahl von a und b beliebig klein gemacht werden kann, ist
Jon f(2)dz = 0. n

Mit diesem Lemma beweist man wie in Abschnitt 2.2 den
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Satz 2.11 (Cauchyschen Integralsatz fiir punktierte Sterngebiete) Sei G
Sterngebiet mit Zentrum c, und die Funktion f sei stetig auf G und holomorph in
G\{c}. Dann ist F(z) := f[c § f(¢)d¢ Stammfunktion von f auf G, und fir jeden

stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Weg v in G gilt

L £(2)dz = 0.

Satz 2.12 (Cauchysche Integralformel fiir Kreisscheiben) Sei D offen, f
holomorph auf D, und sei B ={z € C: |z—c¢| < r} Kreisscheibe, die komplett in
D liegt und deren Rand im Gegenuhrzeigersinn orientiert ist. Dann gilt fir alle
z 1m Inneren von B

1 f(©)

f(z) = o—

T omi oy C— 2

dc .

Die Werte von f im Inneren von B sind also vollstidndig durch die Werte von f
auf dem Rand von B bestimmt.

Beweis Fiir jedes feste z im Inneren von B betrachten wir die Funktion

FO1E) v o
o) = falls ¢ € D\{z}
f(z falls ( = z.

Da f in D holomorph ist, ist g holomorph auf D\{z} und stetig auf D. Weiter:
da B C D, gibt es ein s > r, so dass auch die offene Kreisscheibe B’ := {z € C :
|z — ¢| < s} in D liegt. Die Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes auf das
sternformige (sogar konvexe) Gebiet B’ und die Funktion g liefern [, , g(¢)d¢ = 0.
Benutzen wir noch Beispiel 2 aus 2.1, so folgt:

(©) — f(z) f(©) 1
= a¢ = ———"d( = —=d( — d
0 /839(0( B e Sl B f(z)/ch_Z ¢
A G
= /83C—Zd< 2mif(z),
woraus durch Umstellen die Behauptung folgt. [

Die Cauchysche Integralformel gilt nicht nur fiir Kreisscheiben. Eine niitzliche
Verallgemeinerung des obigen Resultats ist

Satz 2.13 (Cauchysche Integralformel) SeiG ein einfach zusammenhdingen-

des Gebiet und v ein stickweise stetig differenzierbarer, geschlossener und dop-
pelpunktfreier Weg in G. Weiter sei z im Inneren von v und f holomorph auf G.
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Dann gilt

Beweisidee Wir fithren den Beweis zuriick auf die schon bewiesene Integralfor-
mel fiir Kreisscheiben. Dann wéahlen wir eine Kreisscheibe B um z, die ganz im
Inneren von ~ liegt und erzeugen wie in der Skizze zwei geschlossene Kurven ~;
und .

Weiter sei s; ein von z ausgehender Strahl,

der 7, nicht schneidet. Wir schneiden G

von z beginnend entlang s; auf, bis wir auf

Y2 1
den Rand von G treffen. Das so erhaltene
,Schlitzgebiet® G ist wieder einfach zusam-
menhangend, die Kurve 7, liegt in diesem

Gebiet, und die Funktion g(¢) := % ist auf
(G1 holomorph. Nach dem Cauchyschen Inte-
gralsatz ist

9 d¢ = 0. Analog ist auch mCZC:O.
71<_Z ’YQC_Z
Damit ist
f(¢) f(¢) f(¢) f(Q)
— d = d¢ — dz.
o= [ S | - [ e [ e

Die Cauchysche Integralformel fiir Kreisgebiete liefert nun die Behauptung. =

2.4 Entwicklung holomorpher Funktionen in Potenzreihen

In Abschnitt 1.2, Satz 1.4, haben wir gesehen, dass jede Potenzreihe f(z) =
> reo ar(z — ¢)* mit positivem Konvergenzradius R im Inneren ihres Konvergenz-
kreises {z : |z — ¢| < R} holomorph ist und dass die abgeleitete Potenzreihe
f'(z) = S50 kag(z — ¢)* ! den gleichen Konvergenzradius hat. Hieraus folgt
natiirlich, dass holomorphe Funktionen, die sich durch Potenzreihen darstellen
lassen, unendlich oft komplex differenzierbar sind. Wir zeigen nun, dass sich jede
holomorphe Funktion lokal in eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius
entwickeln lafst. Diese Aussage wird leicht aus dem folgenden Lemma folgen.
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Lemma 2.14 (Entwicklungslemma) Sei vy ein stickweise stetig differenzier-
barer Weg in C mit zugehiriger Kurve I', und sei f : T' — C stetig. Dann ist die
Funktion

_ L [

holomorph auf C\T'. Fir jedes ¢ € C\I' konvergiert die Potenzreihe

iak(z —o)f mit = 1 f(©)
k=0

omi [, (¢ — o)t

d¢

in jeder Kreisscheibe um c, die I' nicht trifft, gegen F.
Weiter: Die Funktion F ist in C\I' unendlich oft komplex differenzierbar, und

L k!
F(>(z):%/7$.

Aus diesem Lemma folgt natiirlich, dass F' auf C\I" unendlich oft komplex diffe-
renzierbar ist, und da die Koeffizienten einer Potenzreihe F(z) = Y7 ax(z —¢)*
durch a, = % F®)(c) gegeben sind, folgt weiter

o

FW@y—fL/a%¥%ﬁdg (2.5)

Beweis von Lemma 2.14 Sei ¢ € C\I' und B = {2z : |z — ¢| < r} eine Kreis-
scheibe, welche I' nicht trifft. Bekanntlich konvergiert fiir alle w mit |w| < 1 die

Reihe .
e - 2 () 20

n>k
Fir z € Bund ¢ € I' ist w := E%z vom Betrag < 1, und wegen (2.6) folgt
1 1
(€ —2)r (C=¢) = (z =)
B 1 B Z n\ (z —c)"*
- (C _ c>k+1(1 _ w)k—H - k (C _ C)n+1 )

n>k

Mit g,(¢) := f(¢)/(¢ — ¢)"*! erhalten wir fiir alle z € B

i | -5 (;(’;)k!gn<c><z—c>"-k) USRNCE]

Die Reihe unter dem rechten Integral konvergiert fiir jedes feste z € B gleichméfig
auf T'. Wegen |¢ — ¢| > r ist ndmlich mit ¢ := 1 |z — ¢

|9n(€)| |z _ C|n—k: _ |f(§)| |Z — C|n—k < |f(O| n—k HfHC(F) n—k

|€‘ — C|n+1 - pk+l - pk+l ’
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n

und wegen ¢ < 1 und (2.6) konvergiert die Reihe ) -, (%) ¢"*. Wir kénnen also
in (2.7) Integration und Summation vertauschen und erhalten

k! F(¢
i [ = X (e —arta,

n>k

1 1 f(©)
(n = i gn(C)dC_ %Lmdg-

Damit ist klar, dass F' auf B durch die Potenzreihe ) a,(z — ¢)" dargestellt
wird (in obigen Herleitungen & = 0 setzen), und wir haben auch noch einmal die
Beziehung (2.5) hergeleitet. .

Man kann also jeder auf I" stetigen Funktion f eine auf C\I" holomorphe Funktion
F zuordnen. Der Zusammenhang zwischen f und F' ist nicht offensichtlich, so
gilt z.B. i.a. NICHT, dass lim,_,,, F'(z) = f(z) fiir zy € I'. Dies dndert sich auf
Grund der Cauchyschen Integralformel, wenn wir von vornherein f als holomorph
(in einer Umgebung von I') annehmen.

Satz 2.15 (Entwicklungssatz) Sei D offen, c € D, und B sei die grofSte offene
Kreisscheibe um ¢ in D. Dann ist jede in D holomorphe Funktion f um c in
einer Potenzreihe ) -, an(z — ¢)" entwickelbar, die auf B gegen f konvergiert.
Die Taylorkoeffizienten ergeben sich aus

o= [ SO 4

- 271 9B’ (C — C)n+1
wobei B’ irgendein Kreis um c ist, der kleiner als B ist, und dessen Rand im Ge-
genuhrzeigersinn durchlaufen wird. Insbesondere ist f in D unendlich oft komplex
differenzierbar, und in jeder Kreisscheibe B’ gelten die Cauchyschen Integralfor-
meln

£09(2) = ”_'/ e IO 4 seB n>o0.
oB’

2mi ¢ —z)tl

Beweis Da f holomorph, gilt die Cauchysche Integralformel

1 f(©) '
f(Z)_Q_m/aBrCTZdC’ z€eB.

Das Entwicklungslemma (angewandt auf « := 9B’ und F' := f auf B’) liefert die
Behauptung. ]
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Anmerkungen

e Funktionen, die auf einer offenen Menge einmal komplex differenzierbar
sind, sind dort bereits unendlich oft komplex differenzierbar.

e Auf einer Kreisscheibe unendlich oft komplex-differenzierbare Funktionen
lassen sich in auf dieser Scheibe konvergente Potenzreihen entwickeln (man
vergleiche dazu die Situation im Reellen).

e Man kann die unendliche Differenzierbarkeit holomorpher Funktion auch
beweisen, indem man von der Cauchyschen Integralformel ausgeht und die
Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation beweist. Wir haben
dagegen die Vertauschbarkeit von Integration und Summation benutzt.

Es folgen einige unmittelbare Anwendungen des Entwicklungssatzes. Die erste
betrifft eine gewisse Umkehrung des Cauchyschen Integralsatzes.

Satz 2.16 (Satz von Morera) Sei f auf einem sternformigen Gebiet G stetig,
und fir jeden stiickweise stetig differenzierbaren geschlossenen Weg v in G gelte
fv f(2)dz = 0. Dann ist f holomorph auf G.

Beweis Sei ¢ ein Zentrum von GG. Wie im Beweis des Cauchyschen Integralsatzes
macht man sich klar, dass F'(z) := f[cz} f(¢)d¢ eine Stammfunktion fiir f ist, d.h.
dass F' komplex differenzierbar und F’(z) = f(z) ist. Nach dem Entwicklungssatz
existiert auch F” und damit f’. n

Als néchstes iiberlegen wir uns, dass die “Verschirfung* des Goursatschen Lem-
mas gar keine war.

Satz 2.17 (Riemannscher Fortsetzungssatz) Sei D offen, ¢ € D, und die
Funktion [ sei auf D\{c} holomorph und in einer Umgebung U von ¢ beschrinkt.
Dann ldfit sich f zu einer auf ganz D holomorphen Funktion fortsetzen.

Dieser Satz ist ,scharf* in folgendem Sinn: Ist f auf jeder Umgebung von ¢ un-
beschr’ankt, so ist f nicht zu einer stetigen Funktion auf D fortsetzbar.

Beweis O.E.d.A sei ¢ = 0. Wir betrachten die Funktionen

{ zf(z)  fur z € D\{0}

g(z) = und  h(z) :=zg(z) fir z € D.

0 firz=0

Unsere Annahme garantiert, dass g stetig in 0 ist. Wegen h(z) = zg(z) =
h(0) + zg(z) ist daher h komplex differenzierbar in 0 € D. Auf D\{0} ist h
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ebenfalls komplex differenzierbar, da dort gilt h(z) = 2%f(z). Also ist h holo-
morph auf D und folglich in einer Umgebung U der 0 in eine Potenzreihe ent-
wickelbar: h(z) = ) .,a,2". Nach Konstruktion ist 2(0) = 0 und auferdem
h'(0) = lim,_ M = lim, ¢ g(z) = ¢g(0) = 0. Die Potenzreihe von h redu-
ziert sich also auf h(z) = 2z%(ag + azz + ...). Wegen h(z) = 22f(z) fiir z # 0 ist
f (2) :==as + agz + ... die holomorphe Fortsetzung von f auf ganz U. [

Wir beschliefsen diesen Abschnitt mit einigen Anwendungen auf Potenzreihen.

Division von Potenzreihen. Sei f(z) = ag+ayz+az*+. .. eine in einer Umgebung
von 0 konvergente Potenzreihe und sei ag # 0. Dann ist 1/f in einer Umgebung
von 0 holomorph (Quotientenregel) und nach dem Entwicklungssatz dort wieder

in eine Potenzreihe entwickelbar. (Man vergleiche den miithsamen Beweis aus
Analysis I1.)

Bestimmung von Konvergenzradien. Der Entwicklungssatz gestattet hdufig die
unmittelbare Bestimmung des Konvergenzradius einer Potenzreihe. Als Beispiel
betrachten wir die Funktion f(z) = z/(e* — 1).

61
Diese ist zunéchst fiir alle z mit e* # 1 defi- .
niert, d.h. fiir alle z # 2kmi mit k € Z. Sie ist Ami
jedoch noch holomorph auf den Punkt 0 fort- 2ri
setzbar, denn ez—lzz(l—i—g—I—%—l—...).Wir /—
kénnen f also in einer Umgebung der 0 in ei-
ne Potenzreihe entwickeln, und diese Reihe \_
konvergiert im groften Kreis um 0, der im —2mi
Holomorphiegebiet liegt. Der Konvergenzra- —4i
dius der Potenzreihe von f ist also 2. o

—07?
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