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6. Tutorium

(T 1) Zum Aufwirmen: Die Legendre-Transformation

Wir betrachten eine C2-Abbildung L : R® x R*” x R — R, (x,v,t) — L(x,v,t) und die
Abbildung T : R*" — R¥*H(x v t) — (x, g—£, o 88712, t).

(a) Zeigen Sie, dafl T im Falle det ( > # 0 lokal umkehrbar ist, d.h. daf} es lokal eine
Funktion G : R#**1 — R2%HL mit G o T = Id gibt.
gj mit v; = G4(x,y,1)

(b) Folgern Sie, dafl man in diesem Fall neue Koordinaten y; =
einfithren kann. (Diesen Koordinatenwechsel nennt man Legendre- Transformation.)

(c) Geben Sie im Fall n = 3 und L(x,v,t) = sm(v,v) — 0 # m,u,g € R die

Abbildungsvorschriften fiir G und T explizit an.

Irll’

(T 2) Die Hamiltonfunktion

Es sei L eine C2-Abbildung L : R* x R® x R — R und es gelte det ( B ) # 0. Wir fithren
die Legendre-Transformation wie in T1 durch und definieren die Hamlltonfunktlon H:

H(X7Y>t) = <Y7V> —-L= <Y7 G(X,y,t» - L(Xv G(X7Y>t)?t)

mit GZ =G fri=1,...,n

(a) Zeigen Sie 8—H = —% und a—H =G,
(b) Geben Sie dle Hamlltonfunktlon im Fall n = 3 und L(x,v,t) = sm(v,v) — {5 an

(T 3) Die Euler-Lagrange- und die Hamilton-Gleichungen

Es sei L eine C?-Abbildung L : R" x R" x R — R und es gelte det ( Do ) # 0. Wir ordnen
jedem differenzierbaren Weg x € C?([0, 1], R™) den Weg t — (x(t), v(t) = x(t),t) im R?*"!
zu und betrachten die Fuler-Lagrange-Gleichungen

doL oL
dt 8vi 8@ N

(a) Es sei x(t) eine ;ésung der Euler Lagrange-Gleichungen und y;(t) = gqf (x(t),v(t),1).
Zeigen Sie ©; = %, Ui = 8 . (Benutzen Sie Ihre Kenntnisse aus T1 und T2.)
Yi @;
(b) Zeigen Sie, daf die Legendre-Transformation die Euler-Lagrange-Gleichungen ein DGLn-
System 1. Ordnung, die Hamilton-Gleichungen
oH .  0OH
ayl ) yl - 8,:1:2

T; =

iberfiihrt.



(c) Fiihrt eine weitere Legendre-Transformation (mit H an Stelle von L) wieder auf die
urspriinglichen Koordinaten und die Euler-Lagrange-Gleichungen?

(T 4) Die Euler-Lagrange-Gleichungen II

Es sei L : R® x R" x R — R wieder eine C*-Abbildung und die Koordinatenbezeich-
nungen (x,v,t) wie oben. Wir betrachten das Wirkungsintegral I : C'([0,1],R") — R,

7= fo LOAE),3(0)8) dt.

(a) Geben Sie die Ableitung des Wirkungsintegrals am Punkt « in Richtung eines Weges
7 durch 7 und die Ableitungen von L und 7 an.

(b) Zeigen Sie, daf sich fiir (0) = n(1) = 0 die Gleichung

'\~ (0L doL
ar)m =[5 (g~ gy ) wet

ergibt. Folgern Sie, dal am Punkt « die Ableitung dI(«y)(n) von I in alle Richtungen 7
mit 1(0) = n(1) = 0 genau dann verschwindet, wenn « die Euler-Lagrange-Gleichungen
erfiillt.

(c) Es seien xg,x; € R" gegeben und A = {7y € C?([0,1],R™ | v(0) = %o und (1) = x; }
der affine Teilraum aller C2-Wege von xy nach x;. Zeigen Sie, dal v € A die Euler-
Lagrange-Gleichungen erfiillen mufl damit /4 bei v einen Extremalpunkt haben kann.
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Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.
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Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen in S215/219, um iiber den Vortrag
zu reden und die Vortragenden ndher kennenzulernen.



