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5. Tutorium zur Analysis ITI
Operatorhalbgruppen in R"

Definition. Eine stetige Operatorhalbgruppe im R" ist eine Abbildung T : Rt — L(R"), fiir die gilt
1. T € C(RT, L(R™)).

2. T(0) = Id.

3. T(s+t) =T(s)-T(t) fiir alle s,t € Rt

Operatorhalbgruppen in unendlich dimensionalen Rdumen sind komplizierte Objekte und Gegenstand ak-
tueller Forschung. Sie haben weitreichende Anwendung in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

In endlich dimensionalen Riumen jedoch lisst sich jede solche Halbgruppe darstellen als T'(t) = e/ mit
einer geeigneten Matrix A. Dies wollen wir in diesem Tutorium zeigen.

Aufgaben

A1 (Die Neumann-Reihe)
Beweise: Fiir jedes B € L(R™) mit ||B|| < 1 (|| - || die Operatornorm), ist (Id — B) stets invertierbar
mit der Inversen ) 2o, B".

A2 (Operatorhalbgruppen in R")
Sei T : RT — L(R") eine stetige Operatorhalbgruppe. Zeige, dass ein eindeutig bestimmtes A € L(R"™)
existiert mit
T(t) = e fiir alle t € RY.

Anleitung:

(i) Zeige, dass
1

HId = /OET(s)ds

fiir ein hinreichend kleines € > 0 und folgere, dass [; T'(s)ds invertierbar ist (das Integral ist hier
Komponentenweise erklért).

<1

(ii) Zeige, dass
w) = [ s+ s
0

differentzierbar ist.
(iii) Betrachte ﬂﬁ}# Js T(t)dt, um die Differenzierbarkeit von T' in 0 zu zeigen.
(iv) Zeige, dass T differenzierbar ist und eine geeignete Differentialgleichung erfiillt.
(v) Folgere nun die Behauptung.
A3 (Operatorgruppen)

Zeige, dass sich jede stetige Operatorhalbgruppe in R zu einer Operatorgruppe fortsetzen lisst, das
heift zu einer stetigen Abbildung 7' : R — L(R"), die die Eigenschaften 1. bis 3. fiir alle ¢ € R erfiillt.



Orientierungskolloguium

Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.

Montag, 20.11.2006 — 16:15-17:15 Uhr — S103/123
Prof. Dr. Regina Bruder
FG Didaktik
Zwischen ,Mathematik verstehen’ und den Bildungsstandards: Was will und kann die
Mathematikdidaktik?*

Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen in S215/219, um iiber den Vortrag zu reden und die
Vortragenden ndher kennenzulernen.



