12. Ubung zur Analysis III, Losungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Isolierte Singularitéiten)
Bestimme und klassifiziere die Singularitidten folgender Funktionen:

(4) £(2) = o2,
(b) 9(2) = =y
() h(2) :=sin(1) cos(2).

(a) Die Funktion f hat eine Singularitéit in 0, und es ist

1 o0 " 2n 0 nz2n—1
)= S G = S G

Also liegt ein Pol der Ordnung 1 vor.
(b) Die Funktion g hat Singularititen in 2miZ. Es ist
z 2 1 ?
9(2) = (7n) =lss—= ] -
Donet T 2 onz0 Gy

Also ldsst sich g in 0 durch 1 holomorph fortsetzen, in 0 liegt eine hebbare Singularitét vor.
Sei zy = 2ming mit ng € Z\{0}. Es ist e* = e* 2Tino+2mino — z=2minoe2mine — ¢2-2No_ Darays

folgt
2 2 . 2
z _ Z _ z(z — 2ming)
e?2—1) \er—2mno—1) (z — 2ming) 0, (z—2;rfno)”
2

_ z 1
~\ 2z — 2wing P M
= .

Wegen lim,_,,, >>° %ﬁ =1 ist zy ein Pol der Ordnung 2.

lim (z — 27ing)?g(z) = i_)m (2ming)?,
Z—r20

Z—*20

also ist zy ein Pol der Ordnung 2.
(c) Die Funktion h hat eine Singularitit in 0. Mit dem Additionstheorem folgt

1 9 1™ 2\2n+1
h(z) = 5 sin > = 571223()(—1)n%.
also liegt eine wesentliche Singularitdt vor.
A 2 (Laurentreihen) (4 Punkte)
(a) Betrachte die Funktion
22 +1

1) = 23 — 322422’

und bestimme deren maximalen Definitionsbereich. Wo ist f holomorph? Entwickle f um 0 in

eine Laurentreihe.
(b) Zeichne Kreisringe um %, auf denen f holomorph ist. Sei

9(z) = gk ( - g)’“

der Hauptteil der Laurentreihe von f auf dem Kreisring, welcher 1+ ¢ enthilt. Welchen Konver-
genzradius hat die Potenzreihe von g (£ + )7
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(a) Der maximale Definitionsbereich ist C\{0,1,2} und f ist dort holomorph als Quotient holomor-
pher Funktionen. Um die Laurentreihe zu bestimmen, verwenden wir Partialbruchzerlegung.

1 1 1 > 1
— — n__ - _ -
22—-32+2 z—1+z—2_nz::oz 22() Zz ( 2”“)

Also folgt
212 +1 - n 1 S n+1 n—1 1
1= (1) = X (1= ) + 2 (1 )
n=0 n=0
:—‘1+ +Z< —L>z"+1
2n+1 on+3 )
(b) Esgilt |3 —1—i?=3+1=58> (3 ) Also geht es um denKre1sr1ng{z€C| s <|z—3| < 3}
Also ist der Hauptteﬂ g fiir \z — —\ > 5 ho]omorph Das heiBit die Reihe fiir g ( + 3) konvergiert
fur‘(z—f—% |>3,alsofur|z|<2

(Noch mehr Laurentreihen) (3 Punkte)
Gib den Hauptteil der Laurentreihe der Funktion f: C\ {0} — C, f(2) := €52 um 0 an, und

berechne das Integral :
/ f(z)dz.
|z|=1

Da €%cos0 = 1 gilt, hat die Funktion f einen Pol zweiter Ordnung in 0. Wenn wir die ersten zwei
Koeffizienten der Potenzreihe von g(z) = e”cosz um 0 bestimmen, sind wir fertig, denn diese ent-
sprechen gerade den ersten beiden Gliedern der Laurentreihe von f um 0. Es ist g(0) = 1 und wegen
g'(z) = €*cos z — e*sinz ist ¢'(0) = 1. Nun folgt aus dem Entwicklungssatz von Laurent (Satz 4.4)

2mi = 2mia_1 = / f(z)dz.
l2|=1

(Und noch mehr Laurentreihen) (4 Punkte)
Die Funktion f sei holomorph in zy € C. Der Punkt zy wird eine k-fache Nullstelle von f genannt,
wenn fiir die Potenzreihenentwicklung von f um z gilt:

o0
Z cn(z — 29)" mit ¢ # 0.

Zeige, dass f genau dann eine k-fache Nullstelle in zy hat, wenn % in 2y einen Pol k-ter Ordnung hat.

Ist zg eine k-fache Nullstelle von f, so gilt fiir die Potenzreihenentwicklung um zg

z) = Z enlz — 20)" = (2 — 2)" ch+k(z —20)" = (2 — 20)¥g(),
n=~k n=0

wobei
o0
)= cnsklz — 20)"
n=0

wegen ¢, # 0 eine holomorphe Funktion ist, die keine Nullstelle in zy besitzt. Also hat die (we-
gen der Stetigkeit von g auf V' \ {2y} fiir eine offene Umgebung V von zy wohldefinierte) Funktion
% =(z— zo)_krlz) einen Pol k-ter Ordnung.

Sei nun zy ein Pol k-ter Ordnung der Funktion g := % (Die Funktion ist wohldefiniert auf V' \ {zo}
fiir eine offene Umgebung von zy, da die Nullstellen von f nach dem Identitdtssatz isoliert sind und
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f nicht die Nullfunktion ist.
Nach Definition besitzt eine Funktion g genau dann einen Pol k-ter Ordnung in zy, wenn die Lauren-
treihe von g in einer Umgebung um zy die Gestalt

o0

9(z) = Z an(z — 20)" mit a_g #0

n=—k

hat. Also ist g(z) = (2 — 20) *h(2) mit h(z) = 3.°° ya, k(2 — 20)". Als Potenzreihe ist h in einer
Umgebung von zy holomorph. Man beachte, dass wegen a_j # 0 auch h(zy) # 0 gilt. Also ist

1
flz) = —== (Z—Zo)kW

holomorph in einer Umgebung von zy mit einer k-fachen Nullstelle in zj.

(Eine Kurve zersiigt den Raum) (4 Punkte)

Sei r : [0,27] — (0,00) stetig mit 7(0) = 7(27) und sei eine Kurve v : [0,27] — C definiert durch
y(t) == r(t)e.

Zeige, dass
C\{~(®) [t €[0,27]} = AU B,

wobei A und B disjunkt und jeweils offen und wegzusammenhingend sind. Weiterhin ist A beschriankt
und B unbeschrinkt.
Sei . '
A:={2=Reé® | R<r(¢)} und B:={z=Re | R>r(¢)}
Wir zeigen, dass A und B die Anforderungen erfiillen.
e A und B sind disjunkt: Klar.
C\{~(t) | t €[0,2n]} = AU B ist auch klar.

A ist wegzusammenhiangend: Stimmt, weil offenbar A sternformig zum Ursprung z = 0 ist.

A ist beschrinkt: r ist stetig auf der kompakten Menge [0,27], also hat es ein Maximum. Sei
M := max{r(t) | t € [0,27]|} + 1. Dann gilt |z| < M fiir alle z € A.

B ist wegzusammenhéngend. Seien z; = R1€'®', 2o = R1e'** € B. Wir definieren -y, : [0,1] — C,
k=1,...,3 durch

Yi(t) = [(1 — t) Ry + tM]e™, 73(t) = [tRy + (1 — t) M]e™®? yo(t) = Mell=DP1iti02i,

Diese Wege liegen immer in B. Setzt man die Wege 71, v2 und 3 aneinander, so erhidlt man
einen Weg von z; nach zo.

A ist offen: Sei z = Re'” € A. Dann gilt R < r(¢), sei € := —T((p;_R. Dann gibt es eine Umgebung
(¢ — 0,0+ &) von ¢, so dass

r({) >r(¢p) —e =R+e fiiralle (¢ — 6,4+ 0).

Also gilt {r¢** |0 <r < R+e¢, p€ (¢ —0,0+6)} C A.
B ist offen: Analog.



