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9. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1) Kurvenintegrale/Cauchysche Integralformel

(a) Berechnen Sie folgende komplexe Kurvenintegrale
(1) ﬁz\:lzd'z (H) f\z il= 2221—|—4dz (Hl) f|z i|=2 (22+4 dZ <1V) f\z| 2 22— 22 3dZ

(b) Es sei v ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg, welcher von 1 nach i fiihrt.
Berechnen Sie [ ze*dz.

LOSUNG:

(a) 1. le\zl zdz = fozﬂ e~ qteltdt = 2mi

1 _ 1 — .1
2. f|z—2i\:2 2dz = f\z—2i|=2 oG = 2T anm = o
1 2mi —2 _m

1 _
3. fz 2i|=2 (22+4) 2dz = f|z—2'i|:2 (z—2)2(z+20)2 — 1! ~ (2i+20) 16
1 _ ; 1 _ -
4. f l2|=2 2= 7ol = f| 2 G Z =2 S =
(b) Da f(z) = ze* — €* eine Stammfunktlon zu ze® ist, folgt f zefdz = f7 fl(z)dz =

F(y(1) = f(7(0)) = mie™ —lel el = (mi—1)(-1) = 1 —mi.
(G 2) Cauchysche Integralformel
Es seien G := C\ [0,1] und f: G — C, f(2) = Z( Ty Zeigen Sie, daf3 f f(2)dz = 0 fiir
alle geschlossene Wege v in G gilt.
LOSUNG:
Die Funktion f(z) = z(zl—l) ist sogar auf G’ := C\ {0, 1} holomorph. Wir beweisen die

Aussage fiir einen Weg, welcher [0, 1] einmal umrundet. Die allgemeine Behauptung folgt
dann aus diesem Fall. Ist v ein Weg, welcher [0, 1] einmal umrundet, so ist v homotop
zum Hintereinanderauslaufen zweier Wege v, und v, in G; = {z € G | Rz < 1} bzw.
Gy = {2z € G | Rz < 0}, welche jeweils 0 und 1 einmal umrunden. Aus der Cauchy-
Integralformel folgt somit

/Wf(z)dz = /f dz+/f
1

- /M:; EEV e /| G-oG-1"
1 1 1 1

oni (—1) " 2mi (1)



(G 3) Rechnen mit holomorphen Funktionen

a) Bestimmen Sie alle holomorphen Funktionen f: By(1) — C mit f(By(1)) C R.

(a)
(b)
)
)

Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f, fiir die f + f” = 0 gilt.

Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f, welche die Gleichung f = f’ erfiillen.

(c

(d) Bestimmen Sie alle ganzen Funktionen f, fiir die (f?)’ = —2f gilt.
LOSUNG:

(a) Da der Imaginérteil einer solchen Funktion f verschwindet und die Cauchy-Riemannschen
DGIn erfiillt sein miissen ist f konstant.

(b) Jede solche Funktion f ist in eine Potenzreihe Y~  a, 2™ entwickelbar. Aus der Cauchy-
Inetgralformel folgt dann (n + 2)(n + 1)an+e = a,. Die einzigen Moglichkeiten sind
f(2) = 1€ und f(2) = cre7*.

(c) Jede solche Funktion f ist in eine Potenzreihe ) °  a,2" entwickelbar. Aus f = f’
folgt (n+1)a,+1 = a,. Die einzigen Losungen sind vielfaches der Exponentialfunktion

f(z) = ce®.
(d) Aus (f2) = =2f folgt 2f f' = —2f bzw. ff' = —f. Wir entwickeln f in eine Potenz-
reihe ano a,2". Ist dies nicht die Nullfunktion, so erhalten wir a; = —1 und a,, = 0

sonst, d.h. f(z) = —z.
(G 4) Exponentialfunktion
Wir betrachten die Exponentialfunktion exp: C — C, z — > 7 %z”
(a) Geben Sie das Bild der Exponentialfunktion an. Bestimmen Sie die Bilder der Geraden
Re(z) = const und Im(z) = const und fertigen Sie eine Skizze an.
(b) Finde alle maximalen Teilmengen von C auf denen die Exponentialfunktion holomorph
bzw. injektiv ist und gib deren Bild an.
LOSUNG:
(a) exp(C) = C* = C\ {0}. Die Geraden Re(z) = const und Im(z) = const werden auf
konzentrische Kreise um den Ursprung bzw. auf Ursprungsgeraden abgebildet.

(b) Die Exponentialfunktionen ist auf genau den Teilmengen M C C mit 2wik+MNM = ()
fir alle k € Z \ {0} injektiv. Fiir jede maximale dieser Mengen M gilt exp(M) = C*.
Weiterhin ist die Exponentialfunktion auf ganz C holomorph.

(G 5) Die Cayleyabbildungen
Wir betrachten die offene obere Halbebene H = {z € C | Im(z) > 0}.

(a) Beweisen Sie, dafl die Cayleyabbildung z +— Z—_Z: die Halbebene H in die offene Ein-
heitskreisscheibe E = {z € C | |z]) < 1} abblldet.

1+z

(b) Beweisen Sie, da8 die Cayleyabbildung z +— i1== offene Einheitskreisscheibe E in die

die obere Halbebene H abbildet.

(c) Zeigen Sie, daf3 die obigen Abbildungen invers zueinander sind.

LOSUNG:

(a) Firy > 0 gilt (y — 1)? < (y+ 1)? bzw. /22 + (y — 1)? < /22 + (y + 1)? und somit

‘Z-i—’b‘ < L.



14z
1—z

(b) Wir berechnen den Imaginérteil von i

Re =

14z o (A+2)I1—-2) | l14+z—z—2z2 1—2z 1-—|z]

1—=2 (1—z)(1—z)_ |1 — z|? _\1—2\2

Aus |z] < 1 folgt somit Im it2 > 0.

z—1

IRETE

(c) Es gilt 21+z+’ = j2titz—i — 422 — 5 Die andere Richtung sieht man analog.

_z—1

pw: z+i—(z—1) 2

Hausiibungen

(H 1)

Entwickeln Sie folgende Funktionen in eine Potenzreihe um 0
1

(a) z+exp(z+mi) (b) zr sin’z, (sinz = 5(exp(z) —exp(—z)) (c) 2+ cos(z* — )

LOSUNG:

oo 1

Lz exp(z+mi) == " 2"

. 9] -n" n oo (=" an
2. 2> sinfz =57 (§n+)1),22(2 =230, (gn—l-)l)!ZA

3. cos(z® —m) = —cos(2®) = = Y7 ((;37 2

(H 2) Der komplexe Logarithmus

Wir betrachten nun lokale Umkehrfunktionen zur Exponentialfunktion:

Definition: Eine holomorphe Funktion [ : G — C auf einem Gebiet G heifit Logarithmus-

funktion in G, falls exp(l(z)) = z fiir alle z € G gilt.

(a) Finde ein moglichst grofies Gebiet G auf dem ein Logarithmus definiert ist. (Begriinde

Deine Behauptung.)

(b) Welche moglichen Real- bzw. Imaginiirteile kann ein Logarithmus [ am Punkt z = re®

(r, € R) annehmen?

(¢) Was folgt daraus fiir die Differenz I; — Iy zweier Logarithmen [; und 57

(d) Zeige, daB die folgenden Aussagen fiir eine holomorphe Funktion [ : G — C auf einem

Gebiet G dquivalent sind:
1. Die Funktion f ist ein Logarithmus in G.

2. Es gilt I'(z) = L in G und existiert mindestens ein Punkt a € G mit exp(l(a))

z
a.

LOSUNG:

(a) Ein Beispiel ist die negativ geschlitzte Ebene C~ = {z € C | z ¢ R_} mit I(re")

Inr+ipfirr,peR, r>0 —1<p<m.
(b) Re(l(re*?)) = r, Im(I(re'?)) € o + 21 - Z.
(¢) Iy — Iy =2mi - k fiir ein k € Z.

(d)= 2: Aus exp(l(z)) = z folgt exp’(I(2)) - I'(z) = 1 bzw. I'(z) = exp/(I(z)) ' = 27



2 = 1. Die Funktion g(z) = zexp(—I(2)) ist auf G holomorph und es gilt

g'(z) =1-exp(=l(2)) + Zexp’(—l(Z))(—%) = exp(—1(2))(1 - 2z7") =0

auf G. Somit ist g auf dem Gebiet G konstant. Aus g(a) = aexp(—Ii(z)) =
aexp(l(z))™' = aa™! =1 folgt g = 1, d.h. [ ist ein Logarithmus auf G.



