8. Ubung zur Analysis III, Lésungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Gleichungen im Komplexen)
1. Finde alle komplexen Zahlen, fiir die gilt
(a) e =12, (b) =12, (¢) 1 4i)2?2 —2=-3—i.
k

2. Finde moglichst grofie Teilbereiche von C, auf denen man die Funktionen f(z) = e* und g(z) = 2
umkehren kann. Skizziere diese Mengen.

1. (a) zp = In12 + 2n7i fiir alle n € Z.
(b) zn, = Y12e*F, fiirn =0,....k — 1.
(c) 21 =141, 20 = 5(—1— 30).
2. f ist auf dem Streifen
{zeC|Imz € [0,2m)}

{zG(C|z:rei¢, ¢€<0,2%]}

invertierbar.
g ist auf dem Sektor

invertierbar.

A2 (Sinus und Kosinus)
Wie im reellen definieren wir fiir z € C

sinz 1= i ﬂz%”r1 und cosz := i (1" 22

| |
= (2n+1)! — (2n)!
Zeige, dass sin und cos holomorph sind und dass sin’ = cos und cos’ = — sin gilt.
Wegen
=D 2(nt1)+1
Pl )+ - 22 n—co o
(=D 241 (2n+3)(2n +2)

(2n+1)!

ist sin eine konvergente Potenzreihe. Analog fiir den Kosinus. Also ist nach Satz 1.4 der Sinus und der
Cosinus holomorph.

Wie im Beweis von Satz 1.4 zeigt man

R N G Ol Y e Ve
sin (x)—nzz;)m@n—kl)% _Z @) 22" = cos 2.

n=0

Analog fiir den Kosinus.

A 3 (Holomorphie) (5 Punkte)
Bestimme alle Punkte in C, in denen die folgenden Funktionen von C nach C komplex differenzierbar

sind:
firztiy — wy+ivy
forx+iy — ztyd +ixdy?
fa:x4iy — y’sinz+ iy
fa:z+iy — x?—y? + 2z|y|
fs:x+iy — sin’(z +y) +icos’(x +y)

Wo sind diese Funktionen holomorph?
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A4

Wir schreiben f; = u; +iv; mit uj,v; : C — R. Fiir j # 4 sind u; und v; (total) differenzierbar. Dann
ist f; in z genau dann differenzierbar, wenn die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen in z
erfiillt sind.

1. Es ist uy(z,y) = zy, vi(x,y) = xy. Wir untersuchen die Giiltigkeit der folgenden Gleichungen:

_Miém_ _M_ (51)1__
Y=%z: %y ~HT=%, = "5~ Y

Die Cauchy - Riemannschen Differentialgleichungen sind nur in dem Punkt (0,0) erfiillt und die
Funktion f; nur dort komplex differenzierbar.

. Die Gleichung 4x3y> = % L %—1;2 = 4a3y3 ist stets erfiillt; wir untersuchen

!
3xty? = %—1;2 = -0 = _gp2yt,

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn x oder y Null ist.

. Wir untersuchen

Ju | ()U du ! ()’U
2 _ 3 ! 3 _ 3 — _3 = __3 —
y“cos(x) = oy 1, 2ysin(z) = 3y g 0.

Aus der ersten Gleichung folgt, dass y nicht Null sein darf. Also muss sin(x) wegen der 2.
Gleichung Null sein: sin(z) = 0 < z € 7Z.

Die 1.Gleichung liefert cos(x) > 0, also = € 2rZ und y?> = 1,, d.h y = +1.
Die Funktion f3 komplex differenzierbar in x + iy < (x,y) € 2nZ x {£1}.

. Die Funktion uy4 ist auf C differenzierbar. Fiir y # 0 ist vy stetig partiell differenzierbar, also

differenzierbar. Fiir y = 0, x # 0 ist vy nicht partiell differenzierbar.
Fiir x = y = 0 ist vy differenzierbar mit Ableitung 0, denn wegen

‘?}4(1’,y)’ _ \xy! < 2maX’fU|a|y|

(2, 9)ll2 Vo +y? o

gilt
va (@, y)| _ 0.
(@w)—0 [|(z,y) |2

In (0,0) verschwinden alle partiellen Ableitungen, so dass f, dort komplex differenzierbar ist.
Fiiry > 0 gilt
ol Ou_Ou w0
Ox oy’ ’
so dass f4 komplex differenzierbar ist.
Fiir y < 0 gilt

gy Jua, Ova
oy " ox 7
fa ist nicht komplex differenzierbar.
. Es ist 9 9 5 5
% = ai; = 2sin(x + y) cos(z + y) = —% = _8Lys’
also 5 3
us V5 e
— =& —7.
ox oy Trye 2

Die Abbildungen f1, fo, f3, und f5 sind auf keiner nichtleeren offenen Menge komplex differenzierbar,
also nirgends holomorph, fy ist auf {z € C: Imz > 0} holomorph.

(Imaginérteile holomorpher Funktionen) (4 Punkte)
Welche der folgenden Funktionen sind Imaginérteile einer auf C holomorphen Funktion?

vz +iy — 3z +4dzy+y

vy:x+iy +—— —eYsinx +sinhz -siny + 2zy
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A5

A6

3

Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion von C nach R, die Imaginérteil einer holomorphen

Funktion ist, muss harmonisch sein. Diese Bedingung wird nicht von v, aber von vy erfiillt:

82?)1 (921)1 8 (9
-z i %(6w+4y)+a—y(4x+l) =6#0,

0? 0? 0 0
WU; + WU; = %(—ey cosx + coshx - siny + 2y) + a—y(—eysinm + sinhx - cosy + 2x)

=eYsinx + sinhx - siny — eY sinz + sinhx - siny = 0.

Um zu zeigen, dass vs tatsédchlich der Imaginérteil einer holomorphen Funktion ist, geben wir einen

moglichen Realteil an, also eine differenzierbare Funktion u : C — R mit

0 0

g _ g% _ —eYsinx + sinhx - cosy + 2w,
or Oy

0 0

gu_ g% _ —eY cosw + coshx - siny + 2y.
oy ox

Eine solche Funktion ist durch
u(z +iy) = €Y cosx + coshx - cosy + 2% — y*
gegeben.

(Bilder von Geraden und Kreisen) (2 Punkte)
Wir betrachten die Funktion f: C — C, z — 2z2. Zeigen Sie, dass das Bild eines Kreises

K, := {Z:x+iye((j::n2—|—y2:r2} (mit Radius r > 0)

wieder ein Kreis ist. Wieviele Urbilder hat ein Bildpunkt?
Untersuchen Sie auch die Bilder von Halbgeraden {tz : 0 <t < oo}, z € C, durch den Ursprung.
Was passiert mit Kreisen und Halbgeraden, wenn man die Funktion g : C — C, z +— 2Z anwendet?

Wir benutzen die Polardarstellung von komplexen Zahlen. Es ist also
K, ={z=re%:pc0,2n)}
Also ist '
f(K,) ={z=1r%*%:pc[0,21)} = K,-2,
wobei jeder Bildpunkt re'? genau zwei Urbilder besitzt, nimlich \/?ei% und \/?ei(%“r).
Das Bild einer Halbgeraden {tz : 0 < t < oo} ist die Halbgerade {tz? : 0 < t < oo}.

Weiter ist g(re'?) = re'?re=" = r2. Das Bild eines Kreises K, ist also {r?}, das Bild jeder Halbgeraden

durch den Ursprung die positive reelle Achse.

(Konstante Funktionen) (5 Punkte)
Sei D C C ein Gebiet und f : D — C holomorph.

1. Zeige, dass f konstant ist, wenn wenigstens eine der beiden Funktionen v = Re f und v = Im f

konstant ist.

2. Zeige, dass f konstant ist, wenn |f| konstant ist.
Hinweis: Betrachte die partiellen Ableitungen von |f|2.

3. Zeige: Ist f und f holomorph, so ist f konstant.

1. Sei u konstant. Dann gilt v, = —uy = 0 und v, = u; = 0.
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2. Sei a® = |f|? = u? + v%. Dann gilt

0= Va2 — 2uug + 2vv, _ 22Uty — 20Uy _9 u —v Uy
2uuy + 2vvy 2uuy + 2vu, VU Uy
1. Fall: a = |f| = 0. Dann ist f = 0 konstant.

2. Fall: a # 0. Dann gilt det ( v > = a? und ( o > ist invertierbar. Es folgt < ta > =
voou voou Uy

0 und w ist konstant und nach 1. auch f.

3. Wenn f = u—iv auch holomorph ist, so gilt nach den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichun-
gen u,; = —v, und u, = v,. Gemeinsam mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen
fiir f gilt —vy = u; = vy also vy = 0 und v, = uy = —v; also v, = 0. Es folgt, dass v konstant
ist. Nach 1. ist auch f konstant.

Loesung



