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6. Ubung zur Analysis III, Losungsvorschlag
Aufgaben

(Eulersche Differentialgleichung)
Wir betrachten die Eulersche Differentialgleichung

ant™y™ + .+ a1z’ +agy =0 (1)

mit a; €ER, j =0,...,n.
Beweise: Die Funktion y : (0,00) — R 16st genau dann die Eulersche Gleichung (1), wenn u(t) := y(e?)

die Gleichung
n
D
Z aik! (k ) u=20
k=0

16st, wobei (],3) = %(D—k-l-l)---.-(D—l)-DundD:%_

Es gilt y(z) = u(lnz), also gilt mit t = Inx
dy dudt 1 —t
_— = —— = _D . — = _D .
dez dt dx “yTe “
Wir zeigen per Induktion, dass
dlc
Y e MD—-k+1)-..-(D—1)Du
dxk
Der Induktionsanfang ist bereits gezeigt. Wegen Lemma 4.10 und der gleichen Rechnung wie oben
erhilt man

dk—Hy d 3 B
= (D =k + 1) (D= 1)Du) e

=e *™D—-k)(D-k+1)-...-(D—1)Due?
—e¢ ®YD — (k+1)+1)(D —k+1)-...- (D —1)Du.

Also gilt
edy _ D-1)D
:I:dmk—(D—k+1)-...-( —1)Du.

Setzt man das in die Gleichung ein, so erhidlt man die Behauptung.

1. (Eulersche Differentialgleichung) (3 Punkte)
Sei f = R — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F. Bestimme alle Losungen der
Differentialgleichung ty’ +y = f(t), t > 0.
2. (Bernoullische Differentialgleichung) (3 Punke)
Bestimme fiir a,a,b € R, a,b > 0, a > 1 sédmtliche positiven Losungen der Differentialgleichung
y' = ay + by®.

Hinweis: Verwende die Substitution z = y!~®.

1. Substituiert man t = e° so erhilt man

Setzt man z(s) = y(e®) so ergibt dies
2(s) = —z(s) + f(e").
Die homogene Gleichung hat die Losung ¢(s) = e~ *. Die Formel von der Variation der Konstante

ergibt

Y(r) =e® (c—l— /m:f(es)esds> —e 7 (c—l— /:XPJc f(y)dy> =e ¥ (c+ F(expz) — F(exp(zo))) -

xp(Zo)
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2.

Substituiert man z = y1=® so folgt 2’ = (1—a)y=®y' = (1— )z Tay alsoy' = (1—a)~'2'zTa.

Setzten wir dies in die Differentialgleichung ein so erhalten wir
- 1 -
(1—a)  22Ta =qzTa 4+ bzT-a.
Multipliziert man nun beide Seiten der Gleichung mit 2" T°a so erhilt man die Gleichung
Z'=(1-a)az + (1 — a)b,

welche man mit Variation der Konstante 16st. Man erhélt

2(z) = p(a) ( -/ %)

o(z) = exp (/Oxu _ a)a(t)dt) .

1
Die gesuchte Losung y ist nun durch y = z7-o gegeben.

mit der homogenen Ldisung

A3 (Ansatz nach dem Typ der rechten Seite) (5 Punkte)
Cegeben sei die Differentialgleichung y®*) — 43" = 1 + cosh(2z).

a)
b)

c)
a)

b)

c)

Bestimme ein reelles Fundamentalsystem zur homogenen Gleichung.

Wie lautet ein korrekter Ansatz vom Typ der rechten Seite fiir die inhomogene Differentialglei-
chung?

Bestimme alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung.

Das charakteristische Polynom lautet A* — 4X? = A2(A\ 4+ 2)(\ — 2) und hat damit die Nullstellen
A2 =0, A3 = —2, Ay = 2. Die allgemeine Lésung der homogenen DGL ist also y(z) = ¢1 + coz +
cse 2% + c4€?®. Ein Fundamentalsystem ist gegeben durch {1,z,e %% e**}.

Die rechte Seite lautet r(z) = 1+ cosh(2z) = 1 + 3(e® + e~22). Fiir jeden der einzelnen Terme
1, %ezx und %6_2”3 ist ein separater Ansatz vom Typ der rechten Seite méglich. Man priift
leicht nach, da der Ableitungsoperator mit der Addition vertraglich ist, dass die Summe der drei
dadurch gefundenen Partikularlosungen eine Partikularlosung der gesamten DGL ist.

Fiir den Term 1 erhalten wir A\ = 0 (Man kann 1 als € - cos 0z - (1z°) darstellen. Der zugehérige
Ansatz fiir die Partikulirlosung ist also Az°. Dieser Ansatz muss aber mit x> multipliziert werden,
da A = 0 eine zweifache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist.

Fiir den Term %625‘ erhalten wir A = 2. Der Ansatz fiir die Partikulirlosung ist Be?®. Dieser An-
satz muss nun mit 1 multipliziert werden, da A = 2 eine einfache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms ist.

Analog fiir den Term %e*% erhalten wir \ = —2, was den Ansatz Ce 2% liefert. Da auch A\ = —2
eine einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, muss auch dieser Ansatz mit z'
multipliziert werden.

Die Summe der gefundenen einzelnen Partikuldrlosungen liefert die spezielle Losung
ys = Az? + Bze®® 4+ Cze 2.
Um die Koeftizienten A, B,C zu bestimmen, setzen wir sie in die Gleichung ein. man hat

y" = 2A + B(4€** + 4ze®®) + C(—4e *® + dze %)
y{¥) = B(32¢*® + 16z¢*) + C(—32¢ 72" + 16z~ %°).
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Einsetzen in die Gleichung liefert
1
1+ 5(6% + e %) =B(32¢*® + 16z¢*®) + C(—32¢ % 4 16ze %)
— 4(2A + B(4€*® + 4ze*®) + C(—4e ** + 4ze 27)).

Durch Koeftizientenvergleich erhédlt man

1 1 1
A=—-—-, B=—, C=——.
8’ 32’ 32
Man erhilt als partikulire Losung ys(z) = —§2? + - sinh(2z). Also sind alle Lésungen der

Gleichung gegeben durch y = ys + ¢| + cox + c3e™ 2% + c4e??.
A 4 (¥ Lineare Differentialgleichungen) (6 Punkte)
Sei A € C™*™ eine Matrix. Beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen.

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.

(2) Es gibt ein ty > 0 mit |[efo4]| < 1.

(3) Es gibt M > 1, w > 0 mit ||e*]| < Me™“t fiir t > 0.

(4) Alle Loésungen z(t) von ' = Az streben fiir t — oo gegen 0.

Hinweis: Ist B eine Diagonalmatrix, so gilt || B|| = max{|A| | A EW. von B}. (Warum?)

Zum Hinweis: Ist = Y _, agey, wobei (ey) die kanonische Basis von C", so gilt

n
> apder
k=1
n
= laxl’| Al
k=1

n
< max{|A| | A EW. von B}* " |ax|*
k=1
= max{|\| | \ EW. von B}?|z|?,

2
1Bz =

also ||B|| < max{|A| | A EW. von B}. Ist v ein Eigenvektor zu A\, wobei |\| maximal, so gilt |Bv| =
max{|A| | A EW. von B}||v||. Somit ist die Behauptung bewiesen.

” (1):> (3) ”

Nach dem Satz iiber die jordansche Normalform gibt es D, J, N, so dass A = D(J + N)D ! ist mit
einer Diagonalmatrix J und einer nilpotenten Matrix N, fiir die gilt JN = N J. In der Diagonalmatrix
J stehen gerade die Eigenwerte von A. Also gilt

oA — DetJetND—l,
das heif3t

m k1k
.\ . INV]:¢
€41 < IDI e e 1D = esup{le] | A BW. von A} -~ 4=
k=0

= csup{e!®e* | X EW. von A} - p(t),

wobei p ein Polynom ist. Haben also alle Eigenwerte von A negativen Realteil, so gilt, wenn wir den
Eigenvektor mit dem grofiten Realteil Ao nennen,

HetA” < Cp(t)eRe)\ot < Me%Re)\ot’
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A5

das heiBt es gilt (3) mit w = —1Re X > 0.

» (3)$ (4) »

Sei (t) eine Lésung von ' = Ax. Dann gilt nach Satz 4.3 z(t) = 4w fiir ein geeignetes ug € C*,
also

A _ t—
2@ < [le"|[luoll < Me™“{|ug|| —=> 0.

2 (4)$ (2) 2
Sei {e1,...,e,} die kanonische Basis von C". Dann ist e!de; fiir k = 1,...,n eine Losung der Diffe-

rentialgleichung x' = Az. Also gilt || ey || 1220 0 fiir alle k. Das heiBt gibt es ein ty > 0, so dass

etode|| < ==, wobei C die Aquivalenzkonstante der Eins-Norm zur Zwei-Norm ist. Fiir beliebiges
2C g
x € C* gilt folglich

n
1 1
<D laxllle®er] < Zllzlh < S lell.
C 2
k=0

n
etod Z arek

k=0

A
leo?z]| =

Somit ist |[e"0?| < 1 < 1.

"(2)=(1)

Sei A ein Eigenwert von A und v ein zugehdriger Eigenvektor. Dann gilt

o0 o0
Aktk Akgk
oty — Z _ Aty
k=0 k=0

Weiterhin gilt
A A
leXelloll = le¥ov]| = [le o]l < [lel[lvll < [lo]

also |eMo| < 1. Wegen |eMo| = eReMo folgt Re A < 0.

(¥ Maximale Lésung)
Als mazimale Losung einer Differentialgleichung 2/ = f(¢,z) verstehen wir eine Losung u : T — R",
so dass keine Losung v : J — R” auf einem echt gréBeren Intervall J D I existiert, mit v|; = u.

Sei f : R x R* — R" eine stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitzbedingung geniigt und die
beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen abbildet. Zeige:
Fiir eine maximale Losung

uw:(t_,ty) > R", von z' = f(¢,x)

gilt entweder ¢4 = oo oder limy_; ||u(t)|| = +oo.

Seity < oo.
Annahme: Es gibt ein ¢ > 0, so dass u'(t) beschrinkt ist auf [ty — e,t4). Dann ist u nach dem
Mittelwertsatz Lipschitz-stetig, also gleichméBig stetig auf [ty — e,t). Wir kénnen also u stetig nach

t4 fortsetzen. Hieraus folgt
t—=ty

u'(t) = f(t,u(t) — f(ts, ulty)).
Somit ist u auch in t, differenzierbar mit u'(ty) = f(t4+,u(t+)). Nach dem lokalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz (Satz 1.12) gibt es ein § > 0 und ein w : (t4 — d,t4 +0) — R" mit w' = f(¢, w) und
w(ts) = u(ty). Nach dem Eindeutigkeitssatz 1.5 stimmt diese Losung auf (t4 — 6,t1] mit u iiberein.
Es folgt, dass

aft) = {u(t) fiir e (t_,t.)

’LU(t) fUI‘ t € [t+,t+ + (5)

eine Losung der DGL ist, die u fortsetzt. Widerspruch zur Maximalitit von u.

Somit ist u'(t) unbeschrénkt auf [ty — €,t;). Nach der Voraussetzung an f folgt, dass auch u unbe-
schrinkt ist.

Angenommen, ||u(t)|| /4 oo fiir t — t4. Dann existiert ein M > 0 und eine Folge (z,), C [t+ —€,t4),
mit £, 2= t, und ||u(z,)|| < M. Nach dem Zwischenwertsatz kénnen wir oBdA annehmen, dass
llu(zy)|| = M gilt. Analog definieren wir die Folge y,, durch

yn = min{y >z, | [[u(y)l| > M +1}.
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Dann gilt auch y, == t... Hiermit folgt aus der Stetigkeit von |ul|:

1= [lu(yn)ll = llu(n)ll < llu(yn) = u(@a)l| < sup o' @)[|(yn = zn)-

te[mn,yn}
Es git also
1
sup |[u'(¢)]| > 27 .
tE[wn,yn] Yn = Tn
Wir definieren die Menge
U:= U [xnayn]
neN

Fiir diese Menge gilt ||u(U)|| C [0,M + 1] aber f(U,u(U)) = «'(U) ist unbeschrénkt. Das heiBt,
das Bild einer beschriankten Menge ist unbeschrinkt. Widerspruch zur Voraussetzung an f. Also gilt
limt_,t+ ||’U,(t)|| = OQ.

Orientierungskolloquium

Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.

Montag, 27.11.2006 — 16:15-17:15 Uhr — S103/123
Prof. Dr. Martin Otto
FG Logik
.Welche Logik wofiir? Logik zwischen Grundlagen und Anwendungen.’

i

Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen in $215/219, um iiber den Vortrag zu reden
und die Vortragenden naher kennenzulernen.



