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Analysis Il

5. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

Aufgabe G1 Zum Aufwirmen

Losen Sie folgende DGLn und geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Lésungen
an.

=eY (b) ¥ =e¥sinz (c) o =1
Losuna:

@)y =e!=eV =1=eV=2x+c=>y=—In(r+c¢) mit z+c > 0.

(b) ¥ =e¥sinz = e Yy =sinz = e ¥ = cosz+c =y = —In(cosx+c) mit cosz+c¢ > 0.

(c¢) Die Funktionen y = +1 sind Losungen der DGL. Eine Trennung der Variablen mit
ly| # 1 ergibt

’ Y
V= o = ot [T =l el = o /]2
Yo

1-t 1—y

]—ln|x]:c

= f_“—z =cr? = 1+y = *cr?(1—y) = y(1+cx?) = +cx? —1. Die weiteren moglichen
Losungen sind somit y(x) = ﬁii; und y(z) = giz—ﬂ

Aufgabe G2 Homogene Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der DGL

1 0 1
y=101 -1 |y
2 1 -1

und geben Sie den maximalen Definitionsbereich der Lésung an.

LOSUNG:

Das charakteristische Polynom ist P(\) = (1 — A)(A\? — 2). Die Eigenwerte sind somit
M =1, A = V2 und A3 = —v/2. Mit dem GauBalgorithmus ergeben sich die zugehorigen
Eigenvektoren:

1 1++2 1—+2
vi=| 2], va=| -1-V2 |, vs=| -1++2
0 1 1

Die allgemeine Losung ist y(z) = e*vy + eV%vy 4+ ¢ Vv,



Aufgabe G3 Variation der Konstanten

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichungssystems

yi = Y
Yp = Y1ta

LOSUNG:

Die Losung der homogenen DGL

()= ) ()

(2)e = =l(7 0 ) (56)
- (o ) (3)
B )

y1(0) cosz — y2(0) sinz
sinz )

y2(0) cosz + y1 (0

st

Mit Variation der Konstanten folgt

(5)w = e|(V ) ((Z:ES§)+/O}XP{—(?_‘JH(?)dt)
- w|(1 9 )r ((Z:ES%)%}-C@?L e ) (1))
= oo (00 (Ch0) + [ (o) )

- e [(0)(C) « (st )
- (53583222i13?§8§212§)+(i”ii;sii)
_ yl(O)cosx—l—(l—yg(O))si.nx—x |

( (y2(0) — 1) cosz + y1(0) sinz + 1 )

Aufgabe G4 Lineare homogene Differentialgleichung

Bestimme ein reelles Fundamentalsystem sowie die Losung von

10 0 0
yt)=|(2 1 =2 |y@),y0)=| 1
32 1 1

LOSUNG:

EWe von A: Ay = 1, Ag/3 = 1 £2i
zugehorige EVen: by = (2,—3,2)" by = (0,1, —i)",v3 =5



Realteil(vg) = (0,1,0)" =: ¢, Imaginérteil(ve) = (0,0, —1)" =: d
Somit ist ein reelles Fundamentalsystem gegeben durch

2 0 0
yp(t)=c - | =3 |, pt)=c- [ cos2t |, ys(t) =¢€"- sin 2t
2 sin 2¢ —cos 2t

Losen des Gleichungssystems vy = ay(0) + by2(0) + cys(0),

0 2 0 0
1 |=a-| =3 |+b-| 1 |+c| 0 |,
1 2 0 -1
ergibt a =0,b =1,¢c = —1 und somit ist
0
y(t) = ayr(t) + bya(t) + cys(t) = e | cos2t —sin2t
sin 2t + cos 2t

Hausiibungen

Aufgabe H1 System von homogenen linearen Differentialgleichungen

Es seien a,b, c,d reelle Zahlen. Bestimme ein Losungsfundamentalsystem fiir das lineare
Differentialgleichungssystem

vy = ayr +bys Hcys +dys

Yy = ays  +bys +cya
Yy = ays  +bys
y& = ays

sowie eine Losung des Systems, die die Anfangsbedingungen
y1(0) = y2(0) = 1,5(0) = 44(0) = 0
erfiillt.

LOSuUNG:

Umschreiben des Systems in eine DGL erster Ordnung;:

(% a b c d
| e 1 0 a b c
o e
Ya 0 0 0 a

Ein Losungsfundamentalsystem von y’ = Ay wird geliefert durch die Spalten von e*. Man
kann nun entweder den Eigenvektor und die drei Hauptvektoren zum vierfachen Eigenwert
a bestimmen und so ein Losungsfundamentalsystem gewinnen, oder parallel zur Herleitung
der Exponentialfunktion einer Jordanmatrix e direkt bestimmen. Dazu setzen wir

1000 0100
010 0010
I=1 o010 | ™N=19001
000 1 0000



und erhalten
A =al +bN + c¢N? + dN?3,

d.h. A ist ein Polynom in N. Da Polynome in N miteinander kommutieren, ist

2 3
oAt — galt | BNt eN?t | dN3t

Wegen N* = 0 finden wir

ealt — eatj7

(btN)? N (btN)3

bNt __
N = T BN+ T

Nt = I + ctN?,
Nt = [+ dtN®,

und damit

(btN)? N (btN)3

At at
et = e"(I+btN + 5 a0

)(I + ctN? + dtN?)
PH2N? N3
+

e™(I 4+ ctN? + dtN® + btN + bet> N° + 5 3 )
b2:t? bt |
e™(I 4+ btN + (ct + T)N2 + (dt + bet® + T)J\/3).
Also ist - i
Lot ct+ 5= di+bet + 5=
eAt _ Gat 0 1 bt ct + 1722—1,52
0 0 1 bt
0 0 0 1

und die Spalten dieser Matrix bilden ein Losungsfundamentalsystem, die den Anfangsbe-
dingungen entsprechende Losung ist dann

1 1+0t
1 1
_ LAt __ at
0 0
Aufgabe H2 lineare inhomogene DGL
Bestimme die allgemeine Lésung von
Vi = —dp+3pte
vy = —10y; + Tyo + 1t

LOSUNG:

Wir schreiben das System als ' = Ay + b und bestimmen zunéchst die homogene Losung.
Dazu bestimmen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A.

EW )\1 = 1, EV v = (3,5)t

EW \; =2, EV v, = (1,2)!

e bestimmen wir mittels Diagonalisieren von A zu

AL _ 6e! — 5e?  3e* — 3e!
T\ 10et — 10e* 6e* —5et |-



Somit ist die homogene Losung gegeben durch

yhom(t) = 6Aty07 Yo € RQ-

Nun bestimmen wir eine spezielle Losung mittels Variation der Konstanten:

t 29 —t —2t(3 3
. —As B —T +6t+e (8+3t)—e (Z‘I'Qt
u(t) = /0 e b(s)ds = ( 210t + e (15t + 5t) — e (3 4 3t) )

dann gilt
_ At _ Z‘l—gt‘f‘e (2—1—6t)-z€
Yapes () = e u(?) ( L4204 (54 101) — e )

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL ist dann gegeben durch

yallg(t) = yhom(t) + yspez'(t)-



