4. Ubung zur Analysis III, Lésungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Losungsriume von Differentialgleichungen)
Entscheide, ob die Losungsraume der folgenden Differentialgleichungen Vektorrdume sind. Wenn ja,
dann bestimme die zugehorige Dimension.

(a) z2u? —sin(z)u' =u, (b) (cosz +u")2 =0, (c) cosz+ e"u' =0.

(a) Dies ist eine lineare, homogene Differentialgleichung. Ihr Losungsraum ist ein Vektorraum der
Dimension 12.

(b) 0 ist keine Losung = kein Vektorraum.

(c) Wie (b).

A 2 (Lineare Unabhingigkeit von Funktionen) (3+2 Punkte)

1. Entscheide, ob die Funktionen f, g, h linear unabhingig sind.
(a) f(z) =sin’zx —sinz, g(z) = —1 +sinz, h(z) = cos® z.
() f(z) =23, g(z) = sin®z, h(z) = €*

2. Berechne die Wronski Determinante an der Stelle z = 0 der Funktionen f, g, h aus (b). Vergleiche
das Ergebnis mit deinem Ergebnis in 1.(b). Ist das ein Widerspruch zu Satz 3.87

1. (a) f + h = —g. Also sind die Funktionen linear abhingig.
(b) Sei af + bg + ch =0 mit a,b,c € R. Wir setzen Werte ein.

0 =af(0) + bg(0) + ch(0) = ¢

0 = af(m) + bg(r) + Oh(7) = m°a
0=0f(2)+bg(=) +0h(Z) =b
BRSATRIRAY) 2~

Es folgt also a = b= ¢ = 0, das heifit f,g,h sind linear unabhingig.

0 01
det|{ 0 0 1 | =0.
0 01

Das ist kein Widerspruch zu Satz 3.8. das heifit nur, dass es keine Differentialgleichung 3. Ordnung
gibt, so dass {f,g,h} ein Fundamentalsystem bilden.

A3 (Fundamentalsysteme) (3+1 Punkte)

1. ¥ Beweise:
Ein Fundamentalsystem bestimmt eine lineare homogene Differntialgleichung n-ter Ordnung ein-
deutig.
Genauer:
Es gibt hochstens eine Moglichkeit, n stetige Funktionen ay, ..., a,—1 zu wihlen, so dass {¢1, ..., ¢ }
ein Fundamentalsystem der Gleichung

Y™+ an1y™ D+ ary +agy =0

ist.
2. Kann {y; = 1,y = z,y3 = 22} ein Fundamentalsystem zu einer Differentialgleichung 3. Ordnung
sein? Wenn ja, zu welcher?
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1. Sei {¢1, ..., ¢n} zusétzlich ein Fundamentalsystem der Gleichung
y(") + bn_ly(nil) + ...+ bly' + by =0

mit stetigen bx, k = 1,...,n — 1. Dann gilt nach Subtraktion der beiden Difterentialgleichungen

n—1

> (ax— b)) =0, j=1,..n.

k=0
Betrachtet man das n-fache kartesische Produkt mit jeweils verschiedenen ¢;, so erhilt man

n—1

> (ar(e) — b)) (81 (@), .., 8 () = 0 fiir alle .

k=0
Bei einem Fundamentalsysytem ist die Wronski Determinante # 0, das heifit insbesondere, dass
die Zeilen der Wronski Matrix linear unabhéngig sind. Die Zeilen der Wronski Matrix sind aber
gerade (ngk)(x), ces (k) (x)). Also gilt ax(x) — bx(x) = 0 fiir alle k und alle x.
2. Ja. Die Funktionen y1,y2,ys sind offenbar linear unabhéngig und alle Losungen der Differential-
gleichung y"' = 0.

A4 (Eliminationsmethode) (143 Punkte)
Wir betrachten das folgende System gewodhnlicher Differentialgleichungen

u = au+bv

o = cutdy Ul0)=uo, vlto) =g

mit konstanten Koeffizienten a,b,c,d € R. Ziel ist es, das System von Differentialgleichungen so
umzuformen, dass man zuerst eine Differentialgleichung in u 16sen kann, um dann die Lésungen in die
untere Gleichung einzusetzen. Aus dieser erhilt man dann eine Lésung v.

1. Zeige, dass jede Losung u des Systems eine geeignete lineare Differentialgleichung zweiten Grades
erfiillt.

2. Lose das System
W =u+v, vv=u—v, u0)=1, v(0)=+v2-1.

1. Da u' = au + bv differenzierbar ist, konnen wir beide Seiten der ersten Gleichung ableiten. Man
hat

u”" = au' + ' = au' + b(cu + dv) = au’ + beu + d(—au +u') = (a + d)u’ + (bc — ad)u.

2. In dem Beispiel ist a = b = ¢ = 1 und d = —1. Nach 1. haben wir also uv" = 2u zu lésen.
Diese hat das Fundamentalsystem u;(z) = V2%, uy(z) = e V2® mit den Anfangsbedingungen
4(0) = 1 und v/(0) = u(0) + v(0) = 14+ v/2 — 1 = /2 erhalten wir aus u(z) = c1eV2® 4 cye= V22

die Gleichungen
ci+ec1 =1 und 01\/5—02\/_:\/5.

Hieraus folgt u = eV Die Losung v erhalten wir nun aus der Formel von der Variation der
Konstante:

v(iz) = e 7 (c—l—/ e(ﬁ+1)tdt>

0

1 1
— (e —— (ﬁ“)m_l): —x(\/ﬁ_1+7 (\/§+1)z_1>,
‘ (C ﬁ+1(e ))=¢ x/§+1(e )

A5 (Die Matrixexponentialfunktion) (4 Punkte)

A

Berechne e”*, wobei
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Dazu bestimmen wir zunéchst die Eigenwerte der Matrix A mit Hilfe des charakteristischen Polynoms:

det<1;>\ 1__3A> =1 -X?+9=(1+3i—N)(1—-3i—))

also sind 1+ 3i und 1 — 37 die Eigenwerte von A. Nun muff man die Eigenvektoren zu den FEigenwerten
bestimmen.
Zu A\ = 1+ 3i: Wir bestimmen den Kern der Matrix (A — A\11d), d.h.

-3 -3 z1y _ (0
3 =3i)\ze) \0)°
Eine Losung dieses Gleichungssystems und damit ein moéglicher Eigenvektor ist (EZ)

Analog erhalten wir zu Ay = 1 — 31 den Eigenvektor (_Zl)

Somit erhalten wir
(13 0 1
J'_( 0 1+3z) T AC
1

wobei C = ( 1 12) Auflerdem ist C~! % (_11 _zl> Somit erhalten wir

6A — CJC'71 Ce]cfl
1 3 0 1 /—; =1
= 1 1+3i 5 1 i
1 —’1,61 31 _61731'
(1 (e
1
2

( el=3 g el 43 (el _61-1-31'))

L=3i _ ol+3i) el=3i | ol+3i
cosd —sin3d
= el .
sind cos3
wobel in der letzten Zeile verwendet wurde, dass

N ‘ . ‘ .
cost = Ree' = E(e’t +e ™) und sint=Ime’ = —(e" —e ™).
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