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3. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen
Aufgabe G1 Zum Aufwirmen
Eine stetige Funktion f: R x R — R sei im 2. Argument sogar lokal lipschitzstetig.

(a) Gibt es durch einen beliebigen Punkt (zg,y0) € R?* immer ein Losung der DGL
y' = f(x,y)? Wenn ja, ist diese Losung eindeutig?

(b) Es gelte nun zusitzlich f(—z,y) = —f(x,y) fiir alle (x,y) € R?. Zeigen Sie, dafl dann
jede Losung y obiger DGL eine gerade Funktion ist.

LOSUNG:

(a) Ja, dies folgt aus dem Satz von PICARD-LINDELOF.

(b) Ist y eine Losung der DGL, so ist auch h(z) = y(—z) eine Losung, denn aus der
Kettenregel folgt h'(z) = y'(—x) - (—1) = —y/(—x) und somit

W(r) = —y'(—2) = —f(—a,y(—2)) = = f(—z, h(z)) = f(z, h(z)).
Da die Losung eindeutig ist, folgt y = h bzw. y(z) = y(—x).
Aufgabe G2 Trennung der Variablen
Bestimmen Sie alle Losungen der DGL ¢/(z) = y(x)™.
Losuna:
Fiir n = 0 gilt ¥ = 1 und es folgt y(z) = = + c.
Fiir n # 0 erhalten Wir £ = 1. Integration (nach x) liefert yll_—_: =1z + ¢ bzw.

y’n

() = [(1—77)(95+C)]ﬁ fiir n # 1, n gerade
e +[(1 —n)(z + c)]ﬁ fiir n # 1, n ungerade

Iny=xz+4+c¢ bzw. y(z)==xexp(x+c)=coexp(zx) firn=1.

Aufgabe G3

Wir betrachten die homogene DGL ¢y 4+ b -4’ + ¢+ y = 0 mit den konstanten Koeffizienten
b und c.

(a) Erraten Sie fir b = 0 und ¢ = 1 zwei unabhéngige Losungen.



(b) Losen Sie fiir b = 3 und ¢ = 2 obige DGL mit dem Ansatz y(z) = exp(Az).
(c) Wie konnen Sie die in a) erratenen Losungen mit dem Losungsverfahren aus b) erhal-
ten?

LOSUNG:

(a) Fiir b =0 und ¢ = 1 sind sin und cos zwei unabhéngige Losungen.

(b) Setzt man y(z) = exp(Az) in die DGL ein, so erhilt man A\? exp(Ax) + A\bexp(\z) +
cexp(Ar) = 0. Durch Kiirzen mit exp(Az) erhilt man A2 + b\ +c¢ = 0. Fiir b = 3
und ¢ = 2 ergeben sich die Losungen A = 1 und A = 2. Somit sind die Funktionen
g(z) = e® und h(x) = €** die gesuchten Losungen der DGL.

(¢) Mit dem Losungsverfahren aus b) erhélt man Ay » = 4. Die Losungen wiren demnach
g(z) = €™ = cosz+isinz und h(z) = e = cos —w+isin —r = cos z—i sin x. Hiermit
erhélt man die Losungen cosz = g(x) + h(z) und sinz = —i(g(x) — h(zx)).

Aufgabe G4 Reduktion der Ordnung
Es soll die DGL z2y” — zy/ + y = 0 auf dem offenen Intervall (0, 00) gelést werden.
(a) Raten Sie eine Losung y; der DGL.

(b) Bestimmen Sie durch Reduktion der Ordnung eine zweite, von y; linear unabhingige
Losung der DGL.

LOSUNG:

(a) y1(x) = z ist eine Losung.

(b) Wir machen den Ansatz y = xu, also ist ¥ = v+ zv' und y” = 2u’ + xzu”. Das wird in
die DGL eingesetzt und wir erhalten
2?2y —ay +y=0 & 2*2u +2u") —x(u+au)+zu=0
& Uy /(207 - 2?) =0
& u'r+u' =0 wegen x> 0.

Die Substitution v = «’ liefert die DGL v'x+v = 0. Mit Trennung der Variablen erhélt

man ) )
lnvz/— =——=—Inx.
v x

Es folgt v(z) = % und somit v = Inx, also y» = xIlnx. Man rechnet nach, dass y, die
DGL erfiillt. Dass y, unabhéngig von ¥ ist, ist klar.

Aufgabe G5
Finden Sie alle Losungen der DGL y® — 5y + 4y = 0.

Hinweis: Sie konnen wie in G3 b) vorgehen.

LOSUNG:

Analog zu G2 b) erhilt man die Gleichung A* —5A? +1 = (A2 —1)(A\? —4) = 0. Somit folgt
A234 =€ {—2,—1,1,2} und die 4 Losungen sind y;(z) = e*® (1 < i < 4).



Hausiibungen

Aufgabe H1 Trennung der Variablen
(a) Bestimmen Sie die Losung der DGL ¢ = (y+¢)™ (¢ = const) fiir beliebige Anfangswerte
o und yg.
Hinweis: Sie konnen die Substitution z(z) = y(z) + ¢ verwenden.

(b) Bestimmen Sie die Losung der DGL ¢/ + y + € - y> = 0 fiir beliebige Anfangswerte z
und .

Hinweis: Sie kénnen die Substitution z(x) = y(z)~? verwenden.
LoOsuna:

(a) Die Substitution z(z) = y(z) + ¢ ergibt die DGL 2/(z) = ¢/(z) = z(x)™. Die Losungen
sind nach Aufgabe G3 b) daher
yx)=z(x)—c = x+k—c keR, firn=0
2(x) —c = ke® —c keR, firn=1
—i—[(l—n)(x%—k‘)]l%n —c keR,firn+#0,1,n gerade

y(z) = 2(z) —c = {i[(l_n)(erk)]lin_c k € R, fiir n # 0,1, n gerade

(b) Die Substitution z(z) = y(x)~? liefert die DGL

() = (=2)y(x) % (2) = (-2)y(x) *(—y(e) — e"y()’) = 22() + 2¢" = 2z(x) + 2¢”.
Die Losung der homogenen DGL ist z(z) = ce?*. Die Variation der Konstanten (nach
Aufgabe G3, 10.Ubung) ergibt ¢(x) = 2(0) + fxo e‘2t2et dt = z(0) +e % — e Es folgt

_ 2 _ ,x 2rx—x 1
z(x) = z(0)e e” + X% bzw. y(r) = oz —er e

Aufgabe H2 Trennung der Variablen

Finden Sie die Losungen fiir folgende Anfangswertprobleme:
(a) ¥+ 8y =0,y(1) =1 (b) ¥ =12+1,y(5) = -1 (¢) ¥ +y—a*=0,y(0) =10

LOSUNG:

11—z

(a) y’:_T)y.:>%:—1—1:>lny—1ny0:—x+xo—lnx+lnx0:>y(a:):6
=1= fy

T -

1thgdzf—x——:>arctany+——x——:>y()

(c) Die Losung der homogenen DGL ' + y = 0 ist y,(z) = e~*. Variation der Konstante
c ergibt c(x) = (k + z%e® — 2ze” + 2¢”). Es folgt y(z) = 8™ + 2* — 2z + 2.

Aufgabe H3

Es sei V : R* — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wir betrachten die DGL
3(t) = =VV((1).
(a) Zu einer differenzierbaren Kurve 7 : [ — R™ definieren wir die Energie:
L.
Ey(1) = 517 @I + V()

Zeigen Sie, daf E, fiir jede Losung v obiger DGL konstant ist.



(b) Finden Sie alle Lésungen v obiger DGL im Falle n = 2, V(z,y) = 222 + 3y

(c) Versuchen Sie dies in Beziehung zu der Bewegung einer Masse im Gravitationsfeld VV/
zu setzen. Welche physikalische Bedeutung haben hier die zwei Summanden ||5(¢)||?
und V7

LOsuNa:

(a) Es gilt
d, _dl . . |
3B = (N VYO @) = 507+ 509 VYV (@), 7(1)

3)+ VV(y(1)). (1)
(8) + YV ((£),7(8))

Ist v eine Losung der DGL so verschwindet das Skalarprodukt in der letzten Zeile und
die Energie F, héngt nicht von ¢ ab.

(b) Im Fall n =2, V(x,y) = 22% + 3y? gilt VV(x,y) = (4, 6y). Die DGL lautet daher

<7"1(t)> _ (4%(15))

Ta(t) G2 (t)

Wir erhalten somit die 2 unabhéngigen DGLn (t) —471(t) und »(t) = —672(%).
Die Losungen erhélt man analog zur Aufgabe G3 a). Es gilt 4 () = A; cos 2t+ By sin 2t
und (1) = Ay cos /6t + By sin v/6t.

(¢) Der Summand 5 ||%(¢)||* entspricht der kinetischen und der Summand V' der potenti-
ellen Energie.

1
2
¥,
{3



