2. Ubung zur Analysis ITI, Losungsvorschlag
Aufgaben

A1 (Eine Lipschitzbedingung)
Entscheide, welche der folgenden Funktionen in R x R" einer Lipschitzbedingung oder einer lokalen
Lipschitzbedingung geniigen.

L f(z,y) :== zly|
2. f(z,y) :=sin(|y| 1) fiir y #0, f(z,0) = 0 fiir alle =
3. flz,y) :=arctan(z +y), n =1

1 |f(z,y) = f(=,9")| = |=||lyl = |¥'|| < |z|ly— /|- Also erfiillt f eine lokale Lipschitzbedingung aber
keine globale, da. |f(z,y) — f(z,y')| T2 oo fiir jede festen y # /.
2. Erfiillt keine Lipschitzbedingung. Ist nicht mal stetig.

3. g—i =7 +(I1+y)2 ist beschrankt fiir alle x und y. Also erfiillt f eine globale Lipschitzbedingung.

A 2 (Existenzintervalle)

1. Zeige fiir das Anfangswertproblem
y =sin(z’y?),  y(1) =0,

im Rechteck R = {(z,y) : |z — 1] < 1,|y| < 1} betrachtet, dass dieses Problem genau eine
Losung auf dem Intervall [0, 2] besitzt.

2. ¥ (3 Punkte) Gib ein Intervall I an, so dass das Anfangswertproblem

y' =y’ +2t, y(0)=2

eine eindeutige Losung 4y : I — R hat.
Wer findet das grofite solche Intervall?

1. Die Funktion f(z,y) = sin(z?y?) ist stetig nach y differenzierbar mit

fy(z,y) = 2yz® cos(z’y?) .
Weil | cos(z)| < 1 fiir alle z, ist | fy(z,y)| < 2|y|z? < 2-1-4 fiir (z,y) € R, also ist f, beschrinkt, und
nach Satz 1.4 ist f Lipschitzstetig auf R. Weiter ist

M = max |sin(z?y?)| <1,
(w,y)eRl (z7y7)| <

und also ¢ = min{l,1/M} = 1. Folglich existiert nach Satz 1.6 (Picard-Lindelof) eine eindeutige
Lésung des Anfangswertproblems auf dem Intervall [1 — 1,1+ 1] = [0, 2].

2. Wir verwenden Satz 1.6. In diesem Fall ist n = 1 und f(t,y) = y*> + 2t. Seien r = 1 und R = 2.
Dann ist G = (—1,1) x (0,4). Da g—g = 2y eine stetige Funktion ist, und G kompakt ist, erfiillt f auf
G eine Lipschitzbedingung beziiglich y. Auflerdem ist

Fy)| <y?+20t| <42 +2-1=18:=M
fiir (t,y) € G. Damit erhalten wir

: R . 2 1
e = min{r, M} = min{1, E} =g

Also I = (=1, 1). Wegen Satz 1.6 existiert genau eine Losung y : (—3, %) — R das Anfangswertpro-
9°9 9°9

Die Werte R und r kénnen in diesem Beispiel beliebig gewédhlt werden. Eine andere Wahl kann zu
einem anderen Ergebnis fiihren, dass auch richtig ist.
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A3

A4

(Picard-Iteration) (5 Punkte)

In R? sei die Differentialgleichung v = L ) y zu beliebiger Anfangsbedingung y(0) = v gege-

-1 0
ben. Berechne vier Schritte des Iterationsverfahrens nach Picard. Versuche mit Hilfe dieser Iterations-
schritte die Losung zu erraten. Beweise, dass sie es ist.

Das zugehérige Vektorfeld ist

-1 0

(0)e®
U2
t
ckr1(t) = U—I—/ Acg(s)ds
0

Wir berechnen die ersten Folgenglieder:

t
ca(t) = U+/Avds:<vl+tv2>,

0 ’Uz—t’Ul

t 2v1 2

— tvg —t° 5 1- t

eo(t) = v+/( Vg — SU1 )ds:(m—i— v 21}22): ( t2)vl—|— Vo

0 \ —U1— Sv2 vy —tup — 7% (1- g)vQ—tvl

_$2u1 4372 18 _ v
ca(t) = (m—i—tvz t”22 t31)61>: ( t2)111+(t 63)”2 .
’l)2—t’l)1—t7+t€ (]_—7)112_@_?)/01

Wir erkennen daran den Anfang der Sinus- und der Cosinusreihe und behaupten fiir k € N

_ (™ o 2y1))'37t2 + 023055 0 2]31])'7:2 Y (v v Zi- O((2J)) &
cor(t) (1Y 2 1)

2j+1 v —v k—1 (=1) 2j+1
'UZEJ -0 Zy)' 12] -0 2j+1)'t 2 1 Z t

j=0 (25+1)!
k (= 1) 2j
AR > j—0 Tt
cor+1(t) = ( vy —v1 ) ( sk U )J) i )

3=0 (25+1)!

J:R2—>]R2:yi—>AymitA:< 0 1 )
Die Formel der Picard-Iteration ist also

co(t) = v

Das kann man mit vollstindiger Induktion beweisen.
Es folgt, dass fiir jedes t € R der folgende Grenzwert existiert:

c(t) = lim cx(t) = (

k—o00

11y [ —visint+wvocost \ 0 1
c(t) = ( —vysint — vy cost ) o ( -1 0 e(t)-

Also ist der Grenzwert ¢ : R? — R? tatséchlich die gesuchte Losung.

vy cost + vosint
vocost —wvrsint /-

Probe: ¢(0) = v,

(P Periodische Lésungen) (3 Punkte)
Sei f : R x R — R eine stetige Funktion, die einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt. Ferner sei f in
der ersten Komponente L-periodisch, das heif}t

flx+ L,y) = f(z,y) firalle (z,y) € R xR

Sei u : R — R eine globale Losung der Differentialgleichung 4 = f(z,y). Weiterhin gebe es ein 25 € R
mit u(zg + L) = u(xg). Zeige, dass u L-periodisch ist.

Sei ur,(x) := u(x + L). Die Funktion uy, 16st das Problem
up(z) = (z+ L) = f(x + Lyu(z + L)) = f(x,ur(z)), wur(zo) =u(ze + L) = u(zo)-
Da f die Voraussetzungen von Satz 1.5 erfiillt, folgt u = uy, oder u(z) = u(z + L) fiir alle x.
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A5 (Die zugehorige Integralgleichung) (4 Punkte)
Es sei seien (zg,y0), R, G, M, L, e und I wie in Satz 1.6. gegeben. Insbesondere sei f : G — R" stetig

mit

If(@y)llz <M und [|f(z,y) — f(z,9)ll2 < Llly — y'll2

fiir alle (z,v), (z,vy') € G.

1.

Auflerdem sei u : I — R" Riemann integrierbar und 16se die Integralgleichung

T

u(z) = yo —i—/ f(t,u(t))dt.

0

Zeige, dass u stetig differenzierbar ist.

. Sei nun uy = yg und

Uk+1 = Yo + /z f(t, uk(t))dt.

Zeige, dass (uy) in C1(I), das heiBt in der Norm |[u|oo + |[%'|lc0 gegen die Losung des Anfangs-
wertproblems

u' = f(m,u), u(‘TO) =Y

konvergiert.

Wenn wir wiissten, dass u stetig ist, dann wiissten wir nach dem Hauptsatz der Differential
und Integralrechnung auch, dass u differenzierbar mit der stetigen Ableitung f(x,u(x)) ist. Wir
brauchen also nur noch die Stetigkeit von u zu zeigen.

Wir kénnen abschétzen

u(z) —uly)| =

/ yf(t,U(t))dt‘ < Mlz—y.

Somit ist u Lipschitz stetig, also stetig.

Nach Satz 6.1 wissen wir schon, dass (uy) gleichmiBig gengen die Losung des Anfangswertpro-
blems konvergiert. Wir miissen das gleiche nun fiir die Folge der Ableitungen zeigen. Nach dem
Hauptsatz der Differential und Integralrechnung und Induktion ist jedes uy, stetig differenzierbar
und es gilt uy(z) = f(x,up—1(x)). Somit kénnen wir rechnen

|y () — o' (2)] = | (¢, up—1(t)) — f(t, u(t))]
< Lfug-1(t) —u(?)| < Lllu — ug-1]loo

k—o00
—_—

0.

Da L||u — ug—1||co nicht mehr von t abhingt ist die Konvergenz gleichméfBig, das heifit in || - ||co-



