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1. Ubung mit Lésungshinweisen

Gruppeniibungen

Aufgabe G1 Lipschitzstetigkeit (Wiederholung)

(a) Was bedeutet Lipschitzstetigkeit?
(b) Welche der folgenden Funktionen f; : Ry — R sind stetig bzw. lipschitzstetig?
(i) fi(z) = |=| (ii) falz) = Vo (iif) f3(z) =2’

(c¢) Geben Sie eine stetige Funktion an, die nicht lipschitzstetig ist.
LOSUNG:

(a) Eine Funktion f : X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx) und (Y,dy) heifit
lipschitzstetig, falls es eine Konstante L € R gibt, so daf dy (f(z), f(2)) < L-dx(x,2’)
fiir alle z, 2’ € X gilt.

(b) (i) Die Funktion fi(x) = |z| ist lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L = 1.
(ii) Die Funktion fy(x) = /x ist nicht lipschitzstetig.
(iii) Die Funktion f3(z) = 2 ist nicht lipschitzstetig.

(c¢) Die Funktionen f; und f3 aus Aufgabe b) sind nicht lipschitzstetig.

Aufgabe G2 Losungsriaume linearer homogener Differentialgleichungen

Definition: Eine lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung auf R ist eine Glei-
chung der Form ¢/'(z) + f(x) - y(x) = 0, wobei y bzw. f eine differenzierbare bzw. stetige
reelle Funktion ist.

(a) Uberlegen Sie sich, warum eine solche Gleichung linear, homogen bzw. 1. Ordnung
heif3t.

(b) Wir betrachten Differentialgleichung ¢ — y = 0 auf R.
(i) Ist dies eine lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung?

(ii) Zeigen Sie, daf fiir Losungen f und g auch die Funktionen —f, f + g sowie
Af (A € R) wieder Losungen der Differentialgleichung sind. Weche algebraische
Struktur hat also die Menge aller Losungen?

(iii) Der Losungsraum einer linearen homogenen Differentialgleichung 1. Ordnung ist
hochstens 1-dimensional. Bestimmen Sie den Losungsraum obiger Differential-
gleichung.

LOSUNG:



(a) (i) Dies ist eine lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung.
(ii) Es seien f und g Losungen der Differentialgleichung ¢ —y = 0 auf R und A € R.
Aus f'(z)— f(z) = 0 folgt A(f'(x)—f(x)) = (Af)'(z)—(\f)(z) = 0. Insbesondere
ergibt sich fiir A = 1 die Gleichung (—1)(f'(z)— f(z)) = (—f) (x)—(=f)(x) = 0.

Weiterhin gilt (f +g)'(x) — (f + g)(x) = f'(z) = f(z) + ¢'(z) — g(z) = 0+
0 = 0. Somit ist die Menge aller Losungen der Differentialgleichungen ein reller
Vektorraum.

(i) Aus v/ —y = 0 folgt ¥ = y. Eine mogliche Losung ist y(z) = e®. Weil die

Losungsmenge L einen 1-dimensionalen Vektorraum bildet, ergibt sich

L={ce" | ce R}

Aufgabe G3 Der Satz vom lokalen Inversen (Wiederholung)

(a) Wie lautet der Satz vom lokalen Inversen?

(b) Es sei 2 =R x R\ {0} und f: Q — R? (¢,r) — r(cosp,sinyp). Zeigen Sie, daf f
lokal invertierbar ist und bestimmen sie (f~1).

LOSUNG:

(a) Wie lautet der Satz vom lokalen Inversen?

(b) Die Jacobimatrix von f ist durch

e %—? % ( —rsing cosy )
rer)=1 s af = .
8—; 32 rCosy SN

gegeben. Die Determinante dieser Matrix ist —r. Da nach Definition fiir (¢,7) € Q
immer r # 0 gilt, ist f lokal invertierbar.

Aus f~ o f =id folgt df ' (f(p, 7)) odf (p,7) = 1. Es folgt Jp-1(f(p,7)) = Jr(p,r) 7"
Es ergibt sich

Wieviel man von einem Bonbon in einem kurzen Zeitintervall ablutscht, ist zur Léange
dieses Intervalls und zur Oberfliche des Bonbons proportional. Nehmen Sie an, dafl das
Bonbon die Form einer Kugel hat und behélt. Stellen Sie eine Differentialgleichung fiir den
Kugelradius auf, und 16sen Sie diese. (Benutzen Sie die Formeln fiir das Volumen und die
Oberflidche einer Kugel, die Sie aus der Schule kennen.)

LOSuUNG:

Gesucht ist nach dem Radius R(t) des Bonbons zur Zeit ¢. Ist A eine kurze Zeit, so lutscht
man zur Zeit ¢ etwa

%W(R(t)?’ — R(t +\)°) = MMnR(t)?



des Bonbons ab. Hierbei ist M die Proportionalitdtskonstante, sie hingt von der Zusam-
mensetzung des Bonbons und des Speichels ab. Teilt man diese Gleichung durch X so erhélt
man nach dem Grenziibergang A — 0 die Differentialgleichung

_ManR()? = %ﬂ(R(t)?’)/ — 4TR()2R (1)
oder
R(t) = —M.

Sie hat offensichtlich die Losung R(t) = M(c — t), wobei sich die Konstante ¢ aus dem
Radius des Bonbons zur Zeit ¢ = 0 berechnen l&8t.

Aufgabe G5 Der Satz iiber implizite Funktionen(Wiederholung)

(a) Wie lautet der Satz iiber implizite Funktionen?
(b) Bestimmen Sie die Nullstellenmenge N der Funktion f : R? — R, (z,y) — 2*(1 — 2?) — 3°.

(c¢) Auf welche Nullstellen (a,b) in N ist der Satz iiber implizite Funktionen anwendbar,
d.h. fiir welche (a,b) € N gibt es Umgebungen U von a und V' von b und eine stetig
differenzierbare Abbildung ¢ : U — V mit f(x,g(z)) =0 fiir alle z € U?

LOSUNG:

(a) Wie lautet der Satz iiber implizite Funktionen?

(b) Aus f(z,y) = 22(1 —2?) —y* = 0 folgt 2%(1 — 2%) = y*. Da y? nicht negativ sein kann,
muf 22 < 1 gelten. Somit ergibt sich

N={(z,/a?(1—22)) | -1 <ax <1} U{(z,—v/22(1 —22)) | -1 <z < 1}.

(c) Es gilt g—g(:c,y) = —2y. Somit verschwindet die partielle Ableitung g—g tiberall aufler
an der Stelle (0,0), d.h. man kann dort den Satz iiber implizite Funktionen anwenden.

Hausiibungen

Aufgabe H1 Exponentielles Wachstum

Es sei ¢ € R eine Konstante und f : R — R eine differenzierbare Funktion, welche iiberall
die Gleichung

erfiillt. Beweisen Sie f(z) = f(0) - e*.
Hinweis: Verwenden Sie die Hilfsfunktion F'(z) = f(x)e .

LOSUNG:
Ableiten der Hilfsfunktion liefert
Fl(z) = fl(x)e™™ —cf(x)e = (f'(x) — cf(x))e™ = 0.

Also ist F' konstant, und weil F'(0) = f(0) = A ist, folgt F'(z) = A fiir alle z. Multipliziert
man diese Gleichung mit e“*| so erhélt man die Behauptung.

Aufgabe H2 Banachscher Fixpunktsatz

Es sei V ein Banachraum (z.B. V' = R") und (2z,)nen eine Folge in V.



(a) Ist ¢ € R, ¢ > 0 eine Konstante, so gilt fiir die Folge (5,)nen der Partialsummen
Sp =>1_oq" die Ungleichung |S,, — S| < ¢"* - 1_1q:nq—n
(b) Gilt sogar 0 < ¢ < 1, so ist (S,)nen eine Cauchy-Folge.

(c) Gibt es eine Konstante ¢ € R mit ||xg42 — 2p11] < ¢l|xpr — zx]| fir alle £ € N, so gilt
auch ||z, — x,|| < |Sm-1 — Sn_1| - ||x1 — mo|| fiir alle m,n € N.

(d) Gilt sogar 0 < ¢ < 11in (c), so konvergiert die Folge (2, )nen.
(e) Beweisen Sie: Ist f : V. — V eine Kontraktion (, d.h. es gibt ein 0 < ¢ < 1 mit
lf(z) — f(y)|| < qllz —y]| fiir alle z,y € V), so hat f einen eindeutigen Fixpunkt.

LOSUNG:

(a) Ist ¢ € R, ¢ > 0 eine Konstante und 0.B.d.A m > n. Fiir die Folge (S,)nen der
Partialsummen S, = > ,_, ¢" gilt

> ¢

k=n+1

m—n—1

m—n
s k nil 1—4¢

1—g¢q

k=0

(b) Fiir 0 < ¢ < 1 und m > n ergibt sich aus a) die Abschitzung |S,,—S,| < an'—lflq:nq_n <
qm+1

- Mit limy, o0 g™ =0 folgt, dal (S, )nen eine Cauchy-Folge ist.

(c) Es sei g € R eine Konstante mit ||z512 — zxi1]] < qllzgr1 — x| fiir alle & € N. Durch
Induktion erhilt man die Gleichung ||z, — xx|| < ¢%l|xy — x| fiir alle & € N. Wir
nehmen 0.B.d.A. m > n an. Aus der Dreiecksungleichung folgt

m—1
E Tr+1 — Tk
k=n

|Zm—2n|| =

m—1 m—1
< k=l < d*llwi—woll = [Smo1—Sn-1|- 11 —0]|-
k=n k=n

(d) Gilt sogar 0 < ¢ < 11in (c), so ist die Folge (S,,)nen eine Cauchy-Folge. Damit ist auch
(n)nen eine Cauchy-Folge und konvergiert somit (, denn V' ist ein Banachraum).

(e) Essei f:V — V eine Kontraktion und zy € V. Wir betrachten die Folge z,, = f"(z).
Da f eine Kontraktion ist, gibt es eine Konstante 0 < ¢ < 1 mit || f(z) — f(v)|| < ¢q||lz — v]|
fiir alle x,y € V. Insbesondere gilt damit auch

[2kre = 2ol = ([ (1) = Fleo)ll < qllors — 2l

fiir alle £ € N und die Folge (z,,)nen konvergiert gegen einen Punkt x € V. Da f stetig
ist, ergibt sich

f(z) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim 2, = 2.
Somit ist = ein Fixpunkt von f. Ist y € V ein weiterer Fixpunkt von f, so folgt

e —y|l = |f(x) = fy)] <z —yl|, dh. ||z —y| = 0 bzw. 2 = y. Daher kann es nur
einen Fixpunkt geben.

Aufgabe H3 Losungsrdume linearer homogener Differentialgleichungen

Definition: Eine lineare homogene Differentialgleichung n. Ordnung auf R ist eine Glei-
chung der Form y™ (x) + a,_1(x)y™ Y(z) + ... + a1 (z)y'(z) + ao(z)y(z) = 0, wobei y eine
n-mal differenzierbare Funktion und die a; stetige reelle Funktionen sind.



(a) Uberlegen Sie sich, warum eine solche Gleichung linear, homogen bzw. n. Ordnung

heif3t.

(b) Zeigen Sie, dafl die Menge aller Losungen einer solchen Differentialgleichung einen
Vektorraum bilden.

LOSUNG:

Siehe aufgabe G2.



