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9. Tutorium zur Analysis III, Losungsvorschlag

Die Riemannsche Zahlenkugel

Aufgaben

Wir betrachten die Sphére S := {(x1,72,23) € R3 | 2% + 23 + 23 = 1} und identifizieren C durch die
Abbildung
z=x+iy— (z,9,0): C - R3

mit der Aquatorialebene R x R x {0} = {(z1,22,0) € R3}. Den Punkt ez = (0,0,1) € S nennen wir
den Nordpol, und C ergénzen wir durch co & C zu C := CU {o0}. Die stereographische Projektion
8 —C

wird folgendermafien definiert: Es ist m(e3) := oo, und fiir x € S\ {e3} ist 7w(x) der Schnittpunkt der
Aquatorialebene C mit der Verbindungsgeraden von z und es3. In diesem Zusammenhang heifit S auch
die Riemannsche Zahlenkugel.

(a) Skizzieren Sie die Lage von S und C in R? und die Abbildung =.

(b) Erkldren Sie anschaulich, dass m bijektiv ist. Zeigen Sie, dafi fiir (x1,x9,23) € S\ {e3} und
z=x + 1y € C die Formeln

( ) x1 + 1w d () 2z 2y |z -1
m(ry,29,23) = ——— und 7w (2) =
b2 1— a3 22417 |22+ 17 |2]2 4+ 1

gelten.

(b) Zur Bijektivitit von 7 sei nur bemerkt, dass fiir z € C das Urbild m~!(z) der (vom Nordpol
verschiedene) Schnittpunkt von S mit der Geraden durch z und eg ist.

Fiir z = w(x1, x9,x3) gilt wegen des Strahlensatzes:

z  x1+1ix9
A = _—= —
1 1—:53 ’

Die Umkehrfunktion erhélt man wie folgt:

’ ‘2_ ‘T%—Fx%
(1—.%‘3)2'

Wegen 22 + 2% + 23 = 1 (x liegt auf der Sphére) erhélt man

1—2a2
|2]* = =—25.
(1 — .%'3)2
Lost man diese Gleichung nach xs auf, so erhélt man xs = }Z}Qﬁ Da x3 = 1 nur fiir z = oo mdoglich
ist, folgt die Behauptung fiir 3. Wegen x2 + 22 = 1 — HjQH 5 gilt |z1 +ixs| = |2J|r1 Da die Richtung
von x1 + txo die gleiche wie die von z ist, gilt
i 2|z| 2z
T+ ixe = — - = .
S P I P LR B P
Das ist die Behauptung fiir x1 und x».
Alternativ kann man mit der richtigen Zeichung rechnen:
i 7 no 2z 2z |z 2z
r1+iry = — -sin2a0= —sinacosa = — - = ;
|| || 2l (V]2 +1)2 |22 +1
T3 = cosS2a = cos?a —sin®a = ’2‘27_1
|22 + 1

-1 _ _ 2z 2 |z]2-1
Also 771 (2) = (21,29, 23) = <|Z|2+1, \z\ﬁl’ Eezsok
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Wir definieren, was offene Mengen in C sind:
Ist U C C mit co € U so heifit co innerer Punkt von U, falls es ein R > 0 gibt, so dass

{z€C||z| >R} CU.

Fiir z € C sind innere Punkte im fiblichen Sinne definiert. U C C heit offen, falls alle Punkte innere
Punkte sind.
Zeige: Mit dieser Defnition ist C iiberdeckungskompakt, das heifit: Ist 4 ein System offener Mengen

und
c=Uv
Uesd

so gibt es endlich viele Uy, ...,Uy € 4 mit C = Uf\il U;.

Es muB ein U € 4 geben mit co € U. Setze Uy := U. Da U offen ist, ist co innerer Punkt von U und
es gibt ein R > 0 so dafl {z € C | |z| > R} C U. Nun wird die kompakte Menge {z € C | |z| < R}
von den Mengen U € i iiberdeckt. Also geniigen endlich viele Uy, ...,Un € Y, um {z € C | |z] < R}
zu iiberdecken. Somit gilt C = Uf\il U; und wir haben eine endliche Uberdeckung von C gefunden.

Verwenden Sie zur Bearbeitung der folgenden Aufgaben die Notationen und Definitionen aus Al.

(a) Sei E C R? eine Ebene, die S in mehr als einem Punkt schneidet. Zeige, da das Bild 7(E N 9)
fiir e3 € E eine Gerade und fiir e3 ¢ E ein Kreis ist. (Man stellt £ wohl am besten in Hessescher
Normalform dar.)

(b) Zeige, dafl jede Gerade und jeder Kreis in C wie in Teil (a) entsteht.

(a) Es sei E = {(x1,x2,23) € R3: a121 + asxs + azzz = b}. Fiir z = o + iy € C gilt dann
zen(ENS) &1 (2) € E© 2010+ 2a0y + az(x® +y> — 1) = b(a® +4° +1). (1)
Fall eg3 € E: Dann ag = b, somit
r+iyen(ENS) e aiz+ay=>0. (2)

Da weiter m(eg) = oo, ist dann also w(E N .S) die durch (2) beschriebene Gerade, zusammen mit dem
Punkt oco.

. . . b .
Fall e3 ¢ E: Dann ist as # b. Der Abstand von E zu 0 ist Ve da |[EN S| > 1, muss der
Abstand < 1 sein. Es ist also b> < a? + a3 + a3. Die letzte der in (1) beschriebenen dquivalenten
Bedingungen kénnen wir nun umschreiben: Fiir z = x + iy € C gilt

al as as3+b
2 —
CL3—bx+ CLg—by a3—b

2 2 2, .24 2 12
ap as ai+as+a5—>b
& 0= — .
<$+a3—b> +<y+a3—b> (a3—b)2

zem(ENS) & 0=z2+y%+2

Es ist daher m(E N S) der Kreis um “gf—é‘;z mit Radius Y %2070

[b—as]|

(b) Gegeben einen Kreis oder eine Gerade in C, wéhlen wir darauf drei verschiedene Punkte z1, za, z3.
Wir finden dann eine Ebene E C R3, welche die drei Punkte 7=1(21), 7~ !(22) und 7~ '(23) enthiilt.
Dann ist CNw(ENS) ein Kreis (bzw. eine Gerade) und enthélt die Punkte z1, zo, z3. Da sich durch
drei gegebene verschiedene Punkte in C entweder genau ein Kreis, oder genau eine Gerade legen lésst,
muss 7(S N E) N C mit dem gegebenen Kreis (bzw. der gegebenen Geraden) iibereinstimmen.



