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6. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 1) Zum Aufwirmen: Die Legendre-Transformation

Wir betrachten eine C*-Abbildung L : R® x R" x R — R, (x,v,t) — L(x,v,t) und die
Abbildung T : R*H — R¥ L (x v t) — (x, g—le, o aaTLn7 t).

(a) Zeigen Sie, dafl T im Falle det ( af_QBLU j) # 0 lokal umkehrbar ist, d.h. dafl es lokal eine

Funktion G : R?"*! — R?"*! mit G o T = Id gibt.
oL

(b) Folgern Sie, dal man in diesem Fall neue Koordinaten y; = 5= mit v; = Gi(x,y,1)
einfithren kann. (Diesen Koordinatenwechsel nennt man Legendre- Transformation.)

(¢) Geben Sie im Fall n = 3 und L(x,v,t) = %m(v,v) — ﬁ, 0 # m,u,g € R die
Abbildungsvorschriften fiir G und T explizit an.

LOSuUNG:

(a) Fiir die Abbildung T gilt

1
1
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Es folgt det(dT) = det ( afjaLv ) # 0. Nach dem Satz vom lokalen Inversen ist T daher
lokal umkehrbar, d.h. es gibt eine Funktion G : R*"*1 — R+ mit G o T = Id.
(b) Folgt aus (a).

(c) Es gilt g—i = mu;, d.h. T(x,v,t) = (x,mv,t) und G(x,y,t) = (x, =y, t).

(T 2) Die Hamiltonfunktion

Es sei L eine C2-Abbildung L : R x R" x R — R und es gelte det (525~ ) 0. Wir fiihren
die Legendre-Transformation wie in T1 durch und definieren die Hamiltonfunktion H:

H(x,y,t) = (y,v) — L= (y,G(x,y,t)) — L(x, G(x,y,1), 1)
mit GZ =G firi=1,... n.

: L oH _ _oL OH _ G
(a) Zeigen Sie 5~ = —5* und 5= = G;.



(b) Geben Sie die Hamiltonfunktion im Fall n = 3 und L(x,v,t) = sm(v,v) — o an.
LOSUNG:
(a) Aus der Definition der Hamiltonfunktion folgt 52 = 0—9L = — 9L ynd 2% =, — 0 = G
z; z; T Yi

(b) H(X’y7t) = <Ya G(X>Y7t)> - L(X, G(X,y,t),t) = ﬁ<y7y> + ﬁ

(T 3) Die Euler-Lagrange- und die Hamilton-Gleichungen

Es sei L eine C?-Abbildung L : R® x R® x R — R und es gelte det ( af?aLu > # 0. Wir ordnen

jedem differenzierbaren Weg x € C?([0,1],R™) den Weg t — (x(t),v(t) = x(t),t) im R?"*!
zu und betrachten die Euler-Lagrange-Gleichungen

doL oL 0
dt (%i 890, -
(a) Es sei x(t) eine Losung der Euler-Lagrange-Gleichungen und y;(t) = g—i(x(t), v(t),t).
Zeigen Sie &; = g—f, i = —2% (Benutzen Sie Ihre Kenntnisse aus T1 und T2.)

(b) Zeigen Sie, dafl die Legendre-Transformation die Euler-Lagrange-Gleichungen ein DGLn-
System 1. Ordnung, die Hamilton-Gleichungen
. oH . OH
Ty = ’ i —
oy, VT o

iiberfiihrt.

(c) Fiihrt eine weitere Legendre-Transformation (mit H an Stelle von L) wieder auf die

urspriinglichen Koordinaten und die Euler-Lagrange-Gleichungen?
LoOsunaG:

(a) Es sei x(t) eine Lésung der Euler-Lagrange-Gleichungen und y;(t) = 9% (x(t), v(t), ).
Aus Au'fgabe T2 (b) folgt @; = v; = g—;. Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt
(oL _ oL _ _oH
Yi = (8_w> — 9z  Oxzyi°

(b) Aus (a) wissen wir, dafl die Legendre-Transformation fiir jede Losung der Euler-
Lagrange-Gleichungen eine Losung der Hamilton-Gleichungen ergibt. Sei umgekehrt

(x,y)(t) eine Losung der Hamilton-Gleichungen. Nach T2 (a) gilt &; = g_i =G; = ;.
Weiterhin gilt %g—i = = _gg _ ngi‘
(c) Ja

(T 4) Die Euler-Lagrange-Gleichungen 11

Es sei L : R® x R" x R — R wieder eine C*-Abbildung und die Koordinatenbezeich-
nungen (x,v,t) wie oben. Wir betrachten das Wirkungsintegral I : C'([0,1],R") — R,

7 L (), 3(8), 0) d.

(a) Geben Sie die Ableitung des Wirkungsintegrals am Punkt « in Richtung eines Weges
7 durch 7 und die Ableitungen von L und 7 an.

(b) Zeigen Sie, daB sich fiir n(0) = n(1) = 0 die Gleichung

'S~ (0L doL
) =[5 (g~ gy ) wet




()

ergibt. Folgern Sie, daf§ am Punkt « die Ableitung dI(«y)(n) von [ in alle Richtungen 7
mit 7(0) = n(1) = 0 genau dann verschwindet, wenn 7 die Euler-Lagrange-Gleichungen
erfiillt.

Es seien xg,x; € R" gegeben und A = {y € C*([0,1],R™ | v(0) = xo und (1) = x;}
der affine Teilraum aller C?-Wege von X, nach x;. Zeigen Sie, dafl v € A die Euler-
Lagrange-Gleichungen erfiillen mufl damit /4 bei v einen Extremalpunkt haben kann.

LOSuUNG:

(a)

()

Da das Integral ein lineares Funktional ist, gilt

I(y+sn)—1(y) _ /1 L(y(t) + sn(t), §(t) + s(t), £)

Weil der Integrationsbereich kompakt ist, vertauschen Integral und Grenzwert (siehe
Analysis IT). Mit der Kettenregel ergibt sich

i L) =10 [y O+ 000030 + 0100 = HODH0.0)

s—0 S

s—0 S

- /0 Z gi (v(t),5(¢),t) - mi(t) + Z gi ((t), (), 1) - 13:(t) dt.

Fiir n(0) = n(1) = 0 und partieller Integration ergibt sich fiir die 2. Summe unter dem
Integral

/ > 5, 00400 0@ = lzgiwm ] / jtgfim

Hiermit ergibt sich die Ableitung d/(y)(n) am Punkt v in Richtung 7 zu

(s,
N (| — a!)ﬁ'l dt@vl "

Dieses Integral verschwindet genau dann fiir alle n mit n(0) = n(1) = 0, wenn v die
Euler-Lagrange-Gleichungen erfiillt.

Wenn 14 bei v € A einen Extremalpunkt haben soll, mufl am Punkt ~ die Ableitung
dI(~y)(n) in jede Richtung n mit 7(0) = n(1) = 0 verschwinden und ~ somit die Euler-
Lagrange-Gleichungen erfiillen.



