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Analysis III
6. Tutorium mit Lösungshinweisen

(T 1) Zum Aufwärmen: Die Legendre-Transformation

Wir betrachten eine C2-Abbildung L : Rn × Rn × R → R, (x,v, t) 7→ L(x,v, t) und die
Abbildung T : R2n+1 → R2n+1, (x,v, t) 7→ (x, ∂L

∂v1
, . . . , ∂L

∂vn
, t).

(a) Zeigen Sie, daß T im Falle det
(

∂2L
∂vi∂vj

)
6= 0 lokal umkehrbar ist, d.h. daß es lokal eine

Funktion G : R2n+1 → R2n+1, mit G ◦T = Id gibt.

(b) Folgern Sie, daß man in diesem Fall neue Koordinaten yi = ∂L
∂vi

mit vi = Gi(x,y, t)
einführen kann. (Diesen Koordinatenwechsel nennt man Legendre-Transformation.)

(c) Geben Sie im Fall n = 3 und L(x,v, t) = 1
2
m〈v,v〉 − µg

‖x‖ , 0 6= m, µ, g ∈ R die
Abbildungsvorschriften für G und T explizit an.

Lösung:

(a) Für die Abbildung T gilt

dT =



1
. . .

1
∂2L

∂v1∂v1
· · · ∂2L

∂v1∂vn
...

. . .
...

∂2L
∂vn∂v1

· · · ∂2L
∂vn∂vn

1


Es folgt det(dT) = det

(
∂2L

∂vi∂vj

)
6= 0. Nach dem Satz vom lokalen Inversen ist T daher

lokal umkehrbar, d.h. es gibt eine Funktion G : R2n+1 → R2n+1, mit G ◦T = Id.

(b) Folgt aus (a).

(c) Es gilt ∂L
∂vi

= mvi, d.h. T(x,v, t) = (x, mv, t) und G(x,y, t) = (x, 1
m
y, t).

(T 2) Die Hamiltonfunktion

Es sei L eine C2-Abbildung L : Rn×Rn×R → R und es gelte det
(

∂2L
∂vi∂vj

)
6= 0. Wir führen

die Legendre-Transformation wie in T1 durch und definieren die Hamiltonfunktion H:

H(x,y, t) := 〈y,v〉 − L = 〈y, G̃(x,y, t)〉 − L(x, G̃(x,y, t), t)

mit G̃i := Gn+i für i = 1, . . . , n.

(a) Zeigen Sie ∂H
∂xi

= − ∂L
∂xi

und ∂H
∂yi

= G̃i.



(b) Geben Sie die Hamiltonfunktion im Fall n = 3 und L(x,v, t) = 1
2
m〈v,v〉 − µg

‖x‖ , an.

Lösung:

(a) Aus der Definition der Hamiltonfunktion folgt ∂H
∂xi

= 0− ∂L
∂xi

= − ∂L
∂xi

und ∂H
∂yi

= vi − 0 = G̃i.

(b) H(x,y, t) = 〈y, G̃(x,y, t)〉 − L(x, G̃(x,y, t), t) = 1
2m
〈y,y〉 + µg

‖x‖ .

(T 3) Die Euler-Lagrange- und die Hamilton-Gleichungen

Es sei L eine C2-Abbildung L : Rn×Rn×R → R und es gelte det
(

∂2L
∂vi∂vj

)
6= 0. Wir ordnen

jedem differenzierbaren Weg x ∈ C2([0, 1], Rn) den Weg t 7→ (x(t),v(t) = ẋ(t), t) im R2n+1

zu und betrachten die Euler-Lagrange-Gleichungen

d

dt

∂L

∂vi

− ∂L

∂xi

= 0.

(a) Es sei x(t) eine Lösung der Euler-Lagrange-Gleichungen und yi(t) = ∂L
∂vi

(x(t),v(t), t).

Zeigen Sie ẋi = ∂H
∂yi

, ẏi = − ∂H
∂xi

. (Benutzen Sie Ihre Kenntnisse aus T1 und T2.)

(b) Zeigen Sie, daß die Legendre-Transformation die Euler-Lagrange-Gleichungen ein DGLn-
System 1. Ordnung, die Hamilton-Gleichungen

ẋi =
∂H

∂yi

, ẏi = −∂H

∂xi

überführt.

(c) Führt eine weitere Legendre-Transformation (mit H an Stelle von L) wieder auf die
ursprünglichen Koordinaten und die Euler-Lagrange-Gleichungen?

Lösung:

(a) Es sei x(t) eine Lösung der Euler-Lagrange-Gleichungen und yi(t) = ∂L
∂vi

(x(t),v(t), t).

Aus Aufgabe T2 (b) folgt ẋi = vi = ∂H
∂yi

. Aus den Euler-Lagrange-Gleichungen folgt

ẏi =
˙(

∂L
∂vi

)
= ∂L

∂xi
= − ∂H

∂xi
.

(b) Aus (a) wissen wir, daß die Legendre-Transformation für jede Lösung der Euler-
Lagrange-Gleichungen eine Lösung der Hamilton-Gleichungen ergibt. Sei umgekehrt
(x,y)(t) eine Lösung der Hamilton-Gleichungen. Nach T2 (a) gilt ẋi = ∂H

∂yi
= Gi = vi.

Weiterhin gilt d
dt

∂L
∂vi

= ẏi = − ∂H
∂xi

= ∂L
∂xi

.

(c) Ja

(T 4) Die Euler-Lagrange-Gleichungen II

Es sei L : Rn × Rn × R → R wieder eine C2-Abbildung und die Koordinatenbezeich-
nungen (x,v, t) wie oben. Wir betrachten das Wirkungsintegral I : C1([0, 1], Rn) → R,

γ 7→
∫ 1

0
L(γ(t), γ̇(t), t) dt.

(a) Geben Sie die Ableitung des Wirkungsintegrals am Punkt γ in Richtung eines Weges
η durch η und die Ableitungen von L und η an.

(b) Zeigen Sie, daß sich für η(0) = η(1) = 0 die Gleichung

dI(γ)(η) =

∫ 1

0

n∑
i=1

(
∂L

∂xi

− d

dt

∂L

∂vi

)
ηi dt



ergibt. Folgern Sie, daß am Punkt γ die Ableitung dI(γ)(η) von I in alle Richtungen η
mit η(0) = η(1) = 0 genau dann verschwindet, wenn γ die Euler-Lagrange-Gleichungen
erfüllt.

(c) Es seien x0,x1 ∈ Rn gegeben und A = {γ ∈ C2([0, 1], Rn | γ(0) = x0 und γ(1) = x1}
der affine Teilraum aller C2-Wege von x0 nach x1. Zeigen Sie, daß γ ∈ A die Euler-
Lagrange-Gleichungen erfüllen muß damit I|A bei γ einen Extremalpunkt haben kann.

Lösung:

(a) Da das Integral ein lineares Funktional ist, gilt

I(γ + sη) − I(γ)

s
=

∫ 1

0

L(γ(t) + sη(t), γ̇(t) + sη̇(t), t)

s
.

Weil der Integrationsbereich kompakt ist, vertauschen Integral und Grenzwert (siehe
Analysis II). Mit der Kettenregel ergibt sich

lim
s→0

I(γ + sη) − I(γ)

s
=

∫ 1

0

lim
s→0

L(γ(t) + sη(t), γ̇(t) + sη̇(t), t) − L(γ(t), γ̇(t), t)

s
dt

=

∫ 1

0

n∑
i=1

∂L

∂xi

(γ(t), γ̇(t), t) · ηi(t) +
n∑

i=1

∂L

∂vi

(γ(t), γ̇(t), t) · η̇i(t) dt.

(b) Für η(0) = η(1) = 0 und partieller Integration ergibt sich für die 2. Summe unter dem
Integral∫ 1

0

n∑
i=1

∂L

∂vi

(γ(t), γ̇(t), t) · η̇i(t) dt =

[
n∑

i=1

∂L

∂vi

(γ(t), γ̇(t), t)η(t)

]1

0

−
∫ 1

0

n∑
i=1

d

dt

∂L

∂vi

ηi dt

= 0 −
∫ 1

0

n∑
i=1

d

dt

∂L

∂vi

ηi dt.

Hiermit ergibt sich die Ableitung dI(γ)(η) am Punkt γ in Richtung η zu

dI(γ)(η) =

∫ 1

0

n∑
i=1

(
∂L

∂xi

− d

dt

∂L

∂vi

)
ηi dt

Dieses Integral verschwindet genau dann für alle η mit η(0) = η(1) = 0, wenn γ die
Euler-Lagrange-Gleichungen erfüllt.

(c) Wenn I|A bei γ ∈ A einen Extremalpunkt haben soll, muß am Punkt γ die Ableitung
dI(γ)(η) in jede Richtung η mit η(0) = η(1) = 0 verschwinden und γ somit die Euler-
Lagrange-Gleichungen erfüllen.


