5. Tutorium zur Analysis III, Lésungsvorschlag

Operatorhalbgruppen in R”

Definition. Eine stetige Operatorhalbgruppe im R" ist eine Abbildung 7' : R* — L(R"), fiir die gilt

1. T € C(R*, L(RM)).

2. T(0) = Id.

3. T(s+1t)=T(s) -T(t) fiir alle s,t € RT.

Operatorhalbgruppen in unendlich dimensionalen Rdumen sind komplizierte Objekte und Gegenstand ak-
tueller Forschung. Sie haben weitreichende Anwendung in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

In endlich dimensionalen Raumen jedoch lisst sich jede solche Halbgruppe darstellen als T'(t) = e mit
einer geeigneten Matrix A. Dies wollen wir in diesem Tutorium zeigen.

A1l

A2

Aufgaben

(Die Neumann-Reihe)
Beweise: Fiir jedes B € L(R™) mit ||B|| < 1 (|| - || die Operatornorm), ist (Id — B) stets invertierbar
mit der Inversen ) 5o, BF.

Wegen

o o0
SIBHI <Y IBIF < o0

ist die Reihe > 72 B* absolut konvergent, also konvergent.

Auflerdem gilt

[ee] o0 o
(Id-B)Y BF¥=> B*-Y BF'=1d
k=0 k=0 k=0

(Operatorhalbgruppen in R")
Sei T : RT — L(R") eine stetige Operatorhalbgruppe. Zeige, dass ein eindeutig bestimmtes A € L(R"™)

existiert mit
T(t) =€ fiir alle t € RY.

Anleitung:
(i) Zeige, dass

HId _ %/OET(s)ds

fiir ein hinreichend kleines € > 0 und folgere, dass fo s)ds invertierbar ist (das Integral ist hier
Komponentenweise erklirt).

(ii) Zeige, dass
w) = [ T(s+ m)ds
0

differentzierbar ist.

(iii) Betrachte T(h —1d LT

(iv) Zeige, dass T dlfferenmerbar ist und eine geeignete Differentialgleichung erfiillt.

t)dt, um die Differenzierbarkeit von T in 0 zu zeigen.

(v) Folgere nun die Behauptung.

Beweis. Da T stetig ist, gibt es ein € > 0, so dass | T'(t) — T(0)|| < § < 1, falls [t — 0| < e. Daraus

folgt
1 13
ra— [ ras =15 [ 1) ~r@as) <7 [ 176 - TO)lds <5< 1.
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A3

Somit ist nach A1 L [ T(s)ds und auch [; T(s)ds invertierbar. Wir setzen

W(h) == /0 T(s + h)ds.

Wegen h+e h
b(h) = /0 T(s)ds — /0 T(s)ds

ist 1 differenzierbar nach dem 1. Hauptsatz der Differential und Integralrechnung. Weiterhin gilt

1) —10) /OET(s)ds -1 (/0 T(s + h)ds — /OET(s)ds> 225 4'(0).

Somit folgt, weil [; T(s)ds differenzierbar ist, dass auch T(t) in 0 differenzierbar ist mit T'(0) =
¥'(0) (fy T(s)ds)_l. Es gilt

T(h+t) =T _ . \T(h)=T(0) o ’
- = T(t) == » T(t)T'(0).

Also ist T tiberall differenzierbar mit T'(t) = T'(¢t)1"(0). Nun ist wegen Satz 4.3. die Funktion ® : ¢t —
e!T'(0) eine Lésung der Differentialgleichung

y'(t) = y()T'(0),

und weil die Abbildung L(R") > y — yT'(0) € L(R™) auf ganz L(R™) Lipschitz stetig ist, folgt aus
der Eindeutigkeit der Losung mit dem Anfangswert y(0) = Id

T(t) _ etT’(O) _ etA'

Wegen A = T'(0) ist diese Matrix eindeutig bestimmt.

(Operatorgruppen)
Zeige, dass sich jede stetige Operatorhalbgruppe in R” zu einer Operatorgruppe fortsetzen lisst, das
heift zu einer stetigen Abbildung T': R — L(R™), die die Eigenschaften 1. bis 3. fiir alle ¢t € R erfiillt.

Fiir t < 0 setzen wir auch T'(t) := e*4.
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Orientierungskolloquium

Die Forschungsgebiete des Fachbereichs Mathematik stellen sich vor.

Montag, 20.11.2006 — 16:15-17:15 Uhr — S103/123
Prof. Dr. Regina Bruder
FG Didaktik
,Zwischen ,Mathematik verstehen’ und den Bildungsstandards: Was will und kann die

Mathematikdidaktik?*

Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen in S215/219, um iiber den Vortrag zu reden und die
Vortragenden ndher kennenzulernen.



