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2. Tutorium mit Losungshinweisen

(T 1) Vektorfelder und Richtungsfelder
Wir betrachten die DGL ' = tany.

(a) Skizzieren Sie das Richtungsfeld.

(b) Ist dieses Richtungsfeld ein Vektorfeld? (Wenn ja, geben sie die Abbildungsvorschrift
an. Wenn nicht, wie kénnen Sie daraus ein Vektorfeld machen?)

(c) Sind Vektorfelder immer Richtungsfelder oder Richtungsfelder immer Vektorfelder?
(d) Losen sie obige DGL durch Trennung der Variablen. Kénnen Sie hier den Satz von
PICARD-LINDELOF anwenden?

LOSUNG:

(a)

(b) Ja, dieses Richtungsfeld ist ein Vektorfeld. Die Abbildungsvorschrift ist R(x,y) =
(Ly/(x)) = (1, tany).

(c) Nein, Vektorfelder sind nicht immer Richtungsfelder, da die erste Komponente nicht
normiert sein muf}. Richtungsfelder sind jedoch immer Vektorfelder.

(d) Eine Trennung der Variablen liefert taﬁiy = y/szozy = 1 und somit In(siny(z)) =z + ¢

bzw. y(z) = arcsin(exp(x + ¢)) fir ¢ € R.

(T 2) Vektorfelder und Differentialgleichungen
Wir betrachten die DGL 3/(7) = f(x,y(z)) = ze ¥,
(a) Wie kinnen Sie eine Losung dieser DGL als Integralkurve eines Vektorfeldes F' : R* —
R? verstehen? Wie 148t sich dieses Vektorfeld F' durch die Funktion f beschreiben?
(b) Skizzieren sie das Vektorfeld F' und lésen Sie die DGL.

LOSUNG:

(a) Ist y eine Losung der DGL, so ist fir x(t) = t und ~v(t) = (z(t),y(t)) die DGL
F(t) = (&(t),y(t)) = (1, f(71(t),12(t)) erfiillt. Somit ist ¢ +— (¢,y(t)) bzw. x — (z,y(z))
eine Integralkruve des Vektorfeldes F(x,y) = (1, f(z,y)).

(b) Eine Trennung der Variablen liefert e¥y’ = x. Durch Integration nach z erhélt man
eV = 1z% + ¢ bzw. y(z) = In(32% + ¢).
(T 3) Potentiale und Gradientenfelder

Wir betrachten das Vektorfeld V : R? — R3, V(z,y, 2) = —L—(x,y, 2).
? ’ Y \/m ? Y



(a) Wann nennt man ein Vektorfeld ein Gradientenfeld? Ist das Vektorfeld V' ein Gradi-
entenfeld? Ist es rotationssymmetrisch oder ein Zentralfeld?

RAGIL: oy 1 : :

(b) Berechnen Sie 5, 5= und 2. Ist die Funktion F(z,y,z) = T ein Potential
dh. gilt AF = 07

(¢) Durch Transformation der DGL §(¢) = —V (s(t)) in Kugelkoordinaten erhélt man die

DGL #(t) = —ﬁ. Losen sie diese DGL mit dem Ansatz r(t) = a- (b £ t)¢ (c € N).

LOSUNG:

(a) Ein Vektorfeld F heit Gradientenfeld, wenn es Gradient einer differenzierbaren Funk-
tion F'ist: V = VF. Das hier gegebene Vektorfeld V' ist sowohl ein Gradientenfeld
(F(z,y,z) = ——-—— als auch rotationssymmetrisch.

(b) Fiir die erste Ableitung ergibt sich
gL = = + . = 3@y ) Analog folgt
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die Funktion V(x,y, z) = W ist ein ein Potential.
(c) Der Ansatz s(t) = a- (b =+ t)° liefert die Gleichungen $(¢) = +ac(b £ ¢)*~* und §(¢) =
ac(c — 1)(b & t)°72. Ein Vergleich mit der DGL ergibt ac(c — 1)(b 4 )72 = Wilt)%
Es folgt c =2 = —2cbzw. c=2und a2 - 5 = —a 2 d.h. a® = § baw. a = {/5.

(T 4) Fluchtgeschwindigkeiten und schwarze Locher

Die Bewegung eines Korpers der Masse m im Schwerefeld der Erde (mit Masse Mpg)

wird durch die Bewegungsgleichung 3(t) = H“’(]\fﬁgs( ) beschrieben. (Mg = 5,97 - 10%'kg,

v =6,674-10"""'m?kg 's72) Die Fluchtgeschwindigkeit eines Korpers ist die vertikale Ge-

schwindigkeit, welche ein Korper an der Erdoberfliche haben mufl um nicht wieder herun-
terzufallen.

(a) Losen sie die zugehorige DGL fiir den Abstand r zum Erdmittelpunkt und berechnen
Sie die Fluchtgeschwindigkeit 77 (0). (Erdradius R = 636 - 10*m)

(b) Welche Masse miifite die Erde nach dieser klassischen Rechnung haben, damit sie ein
schwarzes Loch mit Schwarzschildradius Rg wire? (d.h. 7(0) = ¢ = 299792458ms™!.)

LOSUNG:

(a) Wie in T3 b) ergibt sich r(t) = {/2 (b + t)5. Die Fluchtgeschwindigkeit 7 (0) ergibt
3

sich durch die Ableitung der speziellen Losung rp(t) = {/22%( i 5. Es ergibt
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sich #2(0) = {/ 22 <—R%> — (D)t 2 11,2k,
2
(b) Auflésen nach Mg ergibt die Formel M = % Die Erde miiite demnach eine

Masse von = 4,28 - 10*3kg haben.



