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6. Ubung zur Analysis III
Aufgaben

A1 (Eulersche Differentialgleichung)
Wir betrachten die Eulersche Differentialgleichung

anz™y™ + .+ a1z'y +agy =0 (1)

mit a; € R, j =0,...,n.
Beweise: Die Funktion y : (0,00) — R 16st genau dann die Eulersche Gleichung (1), wenn u(t) := y(e’)

die Gleichung
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l6st, wobei (],3) = %(D—k+1)'----(D—l)-DundD:%_

A2 1. (Eulersche Differentialgleichung) (3 Punkte)
Sei f = R — R eine stetige Funktion mit Stammfunktion F. Bestimme alle Lésungen der
Differentialgleichung ty’ +y = f(t), t > 0.

2. (Bernoullische Differentialgleichung) (3 Punke)
Bestimme fiir a,a,b € R, a,b > 0, a > 1 sdmtliche positiven Losungen der Differentialgleichung

y = ay + by®.

Hinweis: Verwende die Substitution z = ¢~ .

A3 (Ansatz nach dem Typ der rechten Seite) (5 Punkte)
Gegeben sei die Differentialgleichung y(*) — 43" = 1 + cosh(2z).
a) Bestimme ein reelles Fundamentalsystem zur homogenen Gleichung.

b) Wie lautet ein korrekter Ansatz vom Typ der rechten Seite fiir die inhomogene Differentialglei-
chung?

c) Bestimme alle Losungen der inhomogenen Differentialgleichung.

A4 (f Lineare Differentialgleichungen) (6 Punkte)
Sei A € C™*™ eine Matrix. Beweise die Aquivalenz der folgenden Aussagen.

(1) Alle Eigenwerte von A haben negativen Realteil.
(2) Es gibt ein ty > 0 mit ||efo4]| < 1.

(3) Es gibt M > 1, w > 0 mit ||e*]| < Me™“* fiir t > 0.
(4)

4) Alle Losungen z(t) von 2’ = Az streben fiir t — oo gegen 0.
Hinweis: Ist B eine Diagonalmatrix, so gilt || B|| = max{|A| | A EW. von B}. (Warum?)

A5 (¥ Maximale Lésung)
Als mazimale Losung einer Differentialgleichung 2’ = f(¢,z) verstehen wir eine Losung u : T — R",
so dass keine Losung v : J — R” auf einem echt groBeren Intervall J D I existiert, mit v|; = u.

Sei f : R x R* — R" eine stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitzbedingung geniigt und die
beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen abbildet. Zeige:
Fiir eine maximale Losung

uw:(t_,ty) = R", von z’' = f(t,x)

gilt entweder ¢, = oo oder limy ¢, |lu(t)|| = +oo.
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Nach dem Vortrag gibt es ein gemiitliches Treffen in $215/219, um iiber den Vortrag zu reden
und die Vortragenden ndher kennenzulernen.



