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3. Ubungsblatt
Gruppeniibungen
G11 a) Seien || -||q und || - || Normen auf R™. Zeige, dafl dann auch
DA = Alllas A€ R0} 5 [[]l4 = [[llat[ls 1) [[-llmae = max{|[[|a. [|-|ls}
v) - lxmaz o= max{[| - [la; All - [}, A € RF\{0}
Normen sind.
b) Zeichne die Einheitskugeln folgender Normen im R?:
Do m) (-l i) [ flee ) (T4 (1 lloo v) max{[[ - [|, (] [l2}

G9

G10

vi)  max{Z[| - [|1, || [loo}

Seien (zy,)nen und (yn)nen Folgen von Vektoren in R™, die beziiglich der euklidischen Norm auf
dem R™ gegen einen Vektor = bzw. y konvergieren, (z,),en eine beliebige Folge beschrinkter
Vektoren, d.h., es existiert ein M € R, sodaf ||z,||2 < M Vn, (ap)nen, @ € R mit lim, 0 ; = @
und (Bp)nen,Bi € R mit lim, . B; = 0. Zeige, dal dann auch folgende Folgen beziiglich der
euklidischen Norm konvergieren, und gib ihren Grenzwert an.

i) (w’ﬂ + yn)REIN ii) (anwn)nelN iii) (ﬁnzn)nelN

Bewegen wir ein Testteilchen und miissen dafiir Energie aufbringen, d.h., Arbeit verrichten, sagen
wir, es wirke eine Kraft F' auf das Teilchen. Nimm der Einfachheit halber an, es herrschen homogene
Bedingungen, d.h., wir miissen in jeder Raumrichtung die gleiche Arbeit fiir die gleiche Strecke
verrichten.

i) Schreibe mathematisch korrekt und genau auf, um was fiir ein Objekt es sich bei ”Kraft”
handelt. Uberlege hierbei, welche Eigenschaften ”Kraft” besitzen sollte, um der physikalischen
Wirklichkeit gerecht zu werden.

ii) Was rechtfertigt die Annahme, Kraft ist Vektor, mathematisch? Erliutere dies. Setze deine
Erkldrung fiir das Objekt aus i) um.

iii)* Halte deine Augen withrend deines Physikstudiums offen nach Objekten, die von der gleichen
Bauart wie "Kraft” sind.



Hausiibungen
H10 10 Punkte

i) Seien g eine Gerade in R? mit Ursprungsvektor 7, 7 ein zu 7 orthogonaler Vektor und j € g.

Zeige, dafl sich der Abstand einer Geraden zum Nullpunkt mittels d = |<|T|7TLLZ‘7|> | bestimmen

148t. Zerlege p'in seine Anteile beziiglich ¥ und 7 und fertige eine Skizze an.

ii) Sei 7 € R2. Zeige, daB8 & € g genau dann, wenn der Zerlegungsanteil von & beziiglich @
<|Té1|)|> betriagt, d.h. & die Gleichung < ﬁ,ffﬁ>: 0 bzw. < H:%H’f >=< H%H,ﬁ> erfiillt.

iii) Zeige, daf stets ein zu 7 orthogonaler Verktor 7 existiert, fiir den gilt:
< g, >=d fiir alle Z auf der Geraden.

Diese Form der Charakterisierung der Gerade g heifit Hesse-Normalform.
iv) Sei g die Gerade durch die Punkte (0,1) und (1,0). Bestimme den Abstand zum Nullpunkt
sowie zum Punkt (2, 1). Erweitere hierzu die Uberlegungen aus i).
H11 14 Punkte
i) Seien A, B € R™ konvexe Mengen. Entscheide, ob auch ihr Schnitt AN B und ihre Vereinigung
A U B konvexe Mengen sind.
ii) Betrachte in R™ mit Standard-Skalarprodukt folgende Mengen

a) Gy ={zeR':<z,y>=a}, ye R", a € R
b) Hy={ze R":<z,y><a}, ye R", a € R.

Skizziere beide und zeige, dafl sie konvex sind. Man bezeichnet H, auch als Halbraum.

ili) Zeige, dafl der Tetraeder mit den Eckpunkten p; = (1,1,0) , p2 = (1,-1,0), ps = (0,—1,0)
und py = (0,0, 2) konvex ist. Versuche hierbei den Tetraeder geeignet durch eine Anzahl von
Halbréumen zu beschreiben.

H12 4 Punkte
Entscheide in jedem der nachfolgenden Fille, ob es sich um eine lineare Abbildung handelt.

i) p: C— C, x+ p(x), wobei p e P(C)
i) #: AB(R,R) =R, fr f(z), 7€ R
iii) ¢: R® - R", v+ v+t, wobei t € R" (Translation)
iv) h: Ab(R,R) — Abb(R,R), f(z) — f(z+h), wobei h € R
H13 8 Punkte

SeizeU:={ze C: |z|=1},) mit 2" =1 fiir ein n € N.
i) Zeige, dafl dann gilt:

0 firz#1
n firz=1

0 fiir 22 #1
n firz2=1

a) 1+z+...+z”‘1:{

b) 1+(z1)2+...+(z”_1)2 = { falls n > 3.

Hinweis: Verwende hier die geometrische Reihe.
ii) Zeige, daB |2*| =1 fiir alle k € N.
iii) Zeige nun, daf fiir z,y € C™ , falls 22 # 1 und n > 3, gilt:

ln—l
<x,y>=—2zk<x+zky,x+zky>.
" =0

Erlduterung: Das Bemerkenswerte an dieser Indentitét ist, dafl sie uns erlauben wird, das
Skalarprodukt zweier beliebiger Elemente und damit jedes lineare Funktional (siehe Darstel-
lungssatz) als Skalarprodukt zweier ” gleicher” Elemente (sog. Diagonalelemente) zu schreiben.
Man findet Spezialfille (2* = 1) unter dem Namen Polarisierungsindentitit. Im Zusammen-
hang mit Bilinearformen gewinnt sie an Bedeutung.



