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Lineare Algebra I fiir Pysiker
1. Ubungsblatt

Gruppeniibungen

G1

G2

Wir bezeichnen die Menge der natiirlichen Zahlen 0, 1,2, ... mit N und die ganzen Zahlen 0,1, —1, 2,
—2,... mit Z. Die Menge der rationalen Zahlen @ ist gegeben durch Q@ := {% :p,q € 4, q # 0}.
Die Menge der reellen Zahlen notieren wir mit R. Aus der Schule wifit ihr vielleicht, dafl @ und R
mit der iiblichen Addition und Multiplikation einen sogenannten Koérper bilden. Das ist sehr grob
gesagt eine Struktur, fiir die gilt:

Die Summe und Differenz sowie das Produkt und der Quotient zweier Elemente des Korpers
liegt wieder im Korper.

i) Mache dir klar, dal N und Z keine Kérper sind.

ii) Sind nachfolgende Gleichungen jeweils in N, Z, @ und R losbar:
a) r—1=0 b) 24+1=0 ¢) 22=4 d) 22=2 e) 2°+722-32-21=07

iii) Kennst du eine Gleichung, die nicht in R lésbar ist?

In der Logik hat man es mit Aussagen und Operationen zu tun. Unter einer mathematischen
Aussage verstehen wir ein ”Gebilde”, dem man eindeutig einen der Werte wahr (w) oder falsch (f)
zuordnen kann. Wir bezeichnen sie im Folgenden mit Grofibuchstaben A,B,.... Aussagen kénnen
mit folgenden Operationen verkniipft werden:

1) A”’und” B, AAB

2) A”oder” B, AV B

3) ”nicht” A, —=A
4) A 7impliziert” B, A = B ("falls A wahr ist, ist auch B wahr”="aus A folgt B”)
5) A B:=A= BAB= A

Unter den Operationen gibt es folgende Prioritét:— > A, V > =, <. Operationen lassen sich in so
genannten Wahrheitstafeln darstellen.

i) Entscheide, um welche Operationen es sich bei den Tafeln (a) und (b) handelt.
ii) Bestimme die Wahrheitstabelle der Operationen AV B und A < B.

iii) Bestimme alle Teilformeln der Formel (A A B) V (A A =B) und erstelle eine Wahrheitstafel
fiir diese Formel.

iv) Beweise folgende Regeln:

a) AVB&BVA b) (AeBA(BaC)=(AsC) ¢ —(AVB) s (-A)A(-B))
d) —(AAB) < ((m4)V(-B))



G3

(Cauchy-Schwartz Ungleichung)
Bs seien fiir & € N (ay,...,a0t), a; € R und (by,...,box), by € R 2F-Tupel. Zeige mittels
vollstandiger Induktion, da8 fiir 2*-Tupel fiir alle k € N gilt:

O ab? < (3 a3 8).

Hausiibungen

H1

H2

H3

H4
H5

3 Punkte
Ein Inder erzéhlt, dal nach einer alten Sage im Tempel seiner Heimatstadt einst drei Gétterstatuen
nebeneinander standen, die gesprochen haben sollen. Eine der Statuen stellt den Gott der Liige
dar, der grundsétzlich log. Der Gott der Wahrheit antwortete auf alle Fragen wahrheitsgeméfl und
der Gott der Diplomatie habe die Eigenschaften der beiden Erstgenannten in sich vereint. Lange
Zeit habe niemand gewusst, welches der drei Standbilder welchen Gott darstellt, bis es eines Tages
einem indischen Weisen gelang dieses Rétsel zu lSen. Er begab sich zum Tempel und fragte die linke
Statue: " Wer steht neben dir?” Er erhielt die Antwort: ”Der Gott der Wahrheit.” Die Frage an das
mittlere Standbild: ” Wer bist du” brachte ihm die Antwort: ”Der Gott der Diplomatie” Das dritte
Standbild gab schliefflich auf die Frage: ” Wer steht neben dir?” die Antwort: ”Der Gott der Liige.”
Welche der drei Statuen stellt welchen Gott dar?

4 Punkte
Lose folgende Auseinandersetzung:
Herr A sagt: "Frau B liigt”
Frau B sagt: "Herr C liigt.”
Herr C sagt:”Herr A und Frau B liigen.”

2 Punkte
Entscheide welche Zeichenreihe eine Aussage ist.
a) 3=3 b) 5+1 «¢) 4isteine Primzahl d) Tischlein, deck’ dich!
Wieviele Wahrheitstafeln zweier Aussagen gibt es? 2 Punkte
Wo steckt der Fehler? 4 Punkte

Beh.:Alle Pferde sind weif3.

Bew.: Wir stellen fest, daf es weifle Pferde gibt. Wir nehmen ein weifles Pferd und beweisen die
Behauptung durch vollstdndige Induktion in der folgenden Form: Jede Herde von n Pferden, die
dieses eine weifle Pferd enthélt, besteht nur aus weiflen Pferden.

i) Die Behauptung ist offensichtlich richtig fiir n = 1.
ii) Die Behauptung sei schon erwiesen fiir jede Herde, die aus n Pferden besteht.

iii) Haben wir nun eine Herde von n+1 Pferden vor uns, so entfernen wir voriibergehend ein
Pferd aus dieser Herde. Nach Induktionsvorraussetzung besteht die iibrig bleibende Herde mit
n Pferden aus lauter weiflen Pferden. Bringt man nun dieses eine Pferd zur Herde zuriick
und entfernt statt dessen ein anderes, so bleibt nach Induktionsvorraussetzung wiederum eine
Herde aus lauter weiflen Pferden zuriick, sodafl das vorhin entfernte Pferd ebenfalls weif} sein
mufl. Mit diesem Verfahren 148t sich also zeigen, dafl auch jedes Pferd aus der Herde mit n+1
Pfeden weif} ist.

Im Beweis wurde nicht versucht, die tatséchlich Behauptung zu beweisen. Welche Behauptung
stattdessen? Warum hétte es geniigt, diese zu zeigen?



