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(G 1) Diagonalisierung von Matrizen

Eine Matrix A heifit diagonalisierbar, falls eine Diagonalmatrix D und eine invertierbare Matrix C existiert
mit C~'AC = D. Die Diagonale von D enhilt dann die Eigenwerte von A und die Spaltenvektoren von C
sind die zugehorigen Eigenvektoren.

a) Zeigen Sie, dass die Matrix A = ( 6 —4 ) diagonalisierbar ist.

3 -1

b) Zeigen Sie, dass die Matrix A = < 11 ) nicht diagonalisierbar ist.

01

(G 2) Hauptachsentransformation
Gegeben sei die quadratische Form
Qz,y) = 22% +2y° — 22y .

a) Ermitteln Sie eine symmetrische 2 x 2-Matrix A, sodass (Av,v) = Q(v) gilt mit v = (z, y).

b) Ermitteln Sie die Hauptachsen der Ellipse F := {(z,y) | Q(z,y) = 8} und skizzieren Sie E.

(G 3) Bilinearformen
Eine Abbildung B(z,y) : R x R* — R heifit bilinear, die fiir festes y die Zuordnung x — B(z,y) linear ist
und fiir z die Zuordnung y — B(z,y) linear ist.

a) Sei x = (z1,72),y = (y1,y2) € R2. Welche der folgenden Abbildungen sind bilinear?
Bi(z,y) = z1y1 — 27292, Ba(z,y) = 2172 + Y192
Bs(z,y) = 11y2 +422y1 , Bulz,y) =71 +Y1 .
b) Sei A eine n x n-Matrix. Zeigen Sie, dass B(z,y) := (Az,y) eine Bilinearform ist.

c) Sei B eine Bilinearform. Zeigen Sie, dass es eine eindeutig bestimmte Matrix A gibt mit B(z,y) =
(Az,y). Ermitteln Sie diese Matrix A speziell fiir die Bilinearformen aus a).

(G 4) Komplexes Skalarprodukt
Fiir zwei komplexe Vektoren z = (z1,...,%p),y = (Y1,-..,Yn) € C* erkldren wir (z,y) := > | T;y; wobei
7; die komplexe Konjugation von z; ist. Zeigen Sie folgende Eigenschaften

a) Linearitdt in der zweiten Komponente: (z, Ay + pz) = Mz, y) + p(z, z) fir z,y,z € C*, A\, u € C,

b) Hermitescher Charakter: (y, z) = (z,y),

c) Positive Definitheit: (z,z) > 0 fiir alle z € C*\{0}.

Prof. Dr. Bokowski/Altmann/Bergner TU Darmstadt



WS 06/07 9. Ubungsblatt zur Linearen Algebra I 14.12.2006

(H 1) Diagonalisierbarkeit von Matrizen
Zeigen Sie, dass die Matrix

-5 8 =3
A=| -3 8 =3
18 —-12 4

diagonalisierbar ist und ermitteln Sie entsprechende Matrizen C und D mit C~'AC = D.

(H 2) Hauptachsentransformation
Gegeben sei die quadratische Form
Q(z,y) = 5% + 6y + 5y .

a) Ermitteln Sie eine symmetrische 2 x 2-Matrix A, sodass (Av,v) = Q(v) gilt mit v = (z, y).

b) Ermitteln Sie die Hauptachsen der Ellipse E := {(z,y) | Q(z,y) = 64} und skizzieren Sie E.

(H 3) Quadratische Formen
Durch eine gegebene Bilinearform B(z,y) erkliren wir eine quadratische Form Q(z) := B(z, z).
Zeigen Sie: Es existiert eine symmetrische Matrix A mit der Eigenschaft Q(z) = (Az, ).

(H 4) Eigenwerte hermitescher Matrizen
Eine komplexe Matrix A € C**™ heifit hermitesch, wenn (Az,y) = (z, Ay) fiir alle z,y € C* gilt. Dabei ist
(-,-) das in (G 4) erkldrte Skalarprodukt.

a) Zeigen Sie, dass alle komplexen Eigenwerte einer hermiteschen Matrix in den reellen Zahlen liegen.

b) Zeigen Sie, dass eine reelle, symmetrische Matrix A € R**" hermitesch ist.
Bemerkung: Somit besitzt eine reelle, symmetrische Matrizen nur reelle Eigenwerte.
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