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(G 1) Eigenwerte und Eigenvektoren einer komplexen Matrix
Gegeben sei die Matrix
3—4i 24
A= ) .
—34+60 —24 6

mit Eintrdgen in den komplexen Zahlen C.
Ermitteln Sie alle komplexen Eigenwerte und die dazugehorigen Eigenvektoren von A.

(G 2) Affine Abhingigkeit und Radon-Partition
Im R* seien sechs Punkte gegeben

1 0 0 0 1 0
0 0 ) 0 1 1
=1 2= = o = o R ) %=1 o
0 0 0 1 0 1

a) Zeigen Sie, dass die Punkte vq,...,vg affin abhingig sind. Ermitteln Sie dazu \1,..., ¢ € R, von
denen mindestens eines ungleich null ist, sodass E?Zl A; = 0 ist und Z?Zl Aiv; = 0 gilt.

b) Ermitteln Sie die Mengen M = {v; | A\; > 0} sowie M~ = {v; | \; < 0}. Diese Zerlegung wird Radon-
Partition genannt.

c) Berechnen Sie

und zeigen Sie, dass v in den konvexen Hiillen von sowohl M ™ als auch von M~ liegt.

(G 3) Eigenwerte positiv definiter Matrizen
Es sei A eine reelle n x n-Matrix.

a) A heifit positiv semi-definit, wenn (Az,z) > 0 fiir alle z € R" gilt. Zeigen Sie A > 0 fiir jeden reellen
Eigenwert einer positiv semi-definiten Matrix.

b) A heifit positiv definit, wenn (Az,z) > 0 fiir alle z € R*\{0} gilt. Zeigen Sie A > 0 fiir jeden reellen
Eigenwert einer positiv definiten Matrix.

(G 4) Orthogonale Matrizen
Eine reelle n x n-Matrix A heifit orthogonal, wenn A7 A = E gilt, oder dazu dquivalent, wenn A7 = A~1.

a) Zeigen Sie zunichst fiir beliebige Matrizen A, dass (Az,y) = (z, ATy) fiir alle z,y € R gilt.
Folgern Sie daraus (Az, Ay) = (z,y) fiir alle z,y € R" und eine orthogonale Matrix A.

b) Zeigen Sie: Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix stehen paarweise senkrecht aufeinander
und haben Lénge 1.
Bemerkung: Die Spaltenvektoren einer orthogonalen Matrix bilden somit eine Orthonormalbasis des
R".

c) Folgern Sie aus a): £1 sind die einzigmdglichen reellen Eigenwerte einer orthogonalen Matrix.
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(H 1) Eigenwerte und Eigenvektoren einer komplexen Matrix

Gegeben sei die Matrix
1 0 1

A=| 0 -3+7 -6
0 2 4+1
mit Eintrigen in den komplexen Zahlen C.
Ermitteln Sie alle komplexen Eigenwerte und die dazugehérigen Eigenvektoren von A.

(H 2) Eigenwerte von symmetrischen Matrizen

Zu a,b,c € R sei A = Z

Abhéngigkeit von a,b und ¢ an und zeigen Sie, dass die Eigenwerte stets reelle Zahlen sind.

eine beliebige, symmetrische 2 x 2-Matrix. Geben Sie deren Eigenwerte in

(H 3) Eigenvektoren symmetrischer Matrizen
Es sei A eine symmetrische Matrix, also A7 = A.
Zeigen Sie: Zwei Eigenvektoren von A zu unterschiedlichen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander.

(H 4) Satz von Cayley-Hamilton fiir diagonalisierbare Matrizen

Es sei A eine n X n-Matrix. Diese besitze die Eigenwerte Ai,..., A, sowie die dazugehdrigen, linear
unabhingigen Eigenvektoren vy,...,v,. Zeigen Sie, dass A eine Nullstelle seines eigenen charakteristischen
Polynomes ist, d.h. zeigen Sie

p(A) = anA" + an1 A"+ .+ a1 AT+ apA° =0

wenn p(t) = det(A — tF) = ant™ + ... + a1t + ag das charakteristische Polynom von A ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass jeder Eigenvektor im Kern der Matrix a, A" +a,_ 1 A" '+ ... + a1 A" + agA° liegt.
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