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(G 1) Homomorphiesatz
Wir betrachten die Gruppe G = C\{0} zusammen mit der Multiplikation komplexer Zahlen und

fl(z):% und  fo(2) = |2| .

a) Zeigen Sie, dass f; : G — G Gruppenhomomorphismen sind.

b) Ermitteln Sie Kern und Bild von f; und iiberlegen Sie sich, dass diese jeweils Untergruppen von G
sind.

Bemerkung: Wegen des Homomorphiesatzes sind die Gruppen U/Kern(f;) und Bild(f;) isomorph.

(G 2) Ringe

Eine Menge R mit Addition + und Multiplikation - heif}t Ring, falls:

(1) (R,+) eine kommutative Gruppe ist,

(2) die Multiplikation assoziativ ist, (zy)z = z(yz),

(3) die Distributivgesetze gelten (z + y)z = zz + yz, z(z + y) = zz + 2y.

a) Uberlegen Sie sich, dass folgende Mengen mit der iiblichen Addition und Multiplikation Ringe sind: Z,
27 := {2z | z € Z}, der Polynomring R[z], R**" = die Menge aller n x n-Matrizen iiber R, C°(R,R) =
die Menge aller stetigen Funktionen von R nach R.

b) Welche der Ringe aus a) besitzen ein neutrales Element e bez. Multiplikation?
c) Welche der Ringe sind kommutativ, d.h. zy = yz fiir alle z,y € R?

d) Welche der Ringe sind nullteilerfrei, d.h. aus z,y € R mit z # 0 und y # 0 folgt schon zy # 0.

(G 3) Ideale in Ringen

Eine Teilmenge I C R mit I # () eines kommutativen Ringes R heifit Ideal, wenn gilt:
(1) mit z,yeTistz+y €I,

(2) mit z € Rund y € I ist zy € I.

a) Zeigen Sie 0 € I fiir jedes Ideal I.

b) Zeigen Sie, dass fiir ein festes Element z € R die Menge I = (z) := {yz | y € R} aller Vielfachen von
z ein Ideal ist. Man nennt I das von z erzeugte Ideal.

c) Geben Sie alle Ideale im Ring Z der ganzen Zahlen an.

d) Sei I eine festes Ideal eines Ringes. Wir erkliren auf R eine Relation: z ~ y gilt genau dann, wenn
y — z € I ist. Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation und beziiglich Addition sowie Multiplikation
eine Kongruenzrelation ist.

Bemerkung: Man kann also den Quotienten R/I bilden, welchen wir als den Quotientenring bezeichnen.

Prof. Dr. Bokowski/Altmann/Bergner TU Darmstadt



WS 06/07 13. Ubungsblatt zur Linearen Algebra I 25.1.2007

(H 1) Homomorphiesatz
Wir betrachten die Gruppe G = C\{0} mit der Multiplikation komplexer Zahlen sowie f : G — G, f(z) = 2"
fiir ein n € Z.

a) Zeigen Sie, dass f ein Gruppenhomomorphismus ist.
b) Ermitteln Sie die Untergruppe H := kern(f).

c) Zeigen Sie, dass die Quotientengruppe G/H isomorph zu G ist.

(H 2) Der Ring Z[i]

Die Menge R :=Z[i| = {z =z + iy | z,y € Z} wird mit der iblichen Addition und Multiplikation aus den
komplexen Zahlen zu einem Ring. Ermitteln Sie in diesem Ring den gréfiten gemeinsamen Teiler und das
kleinste gemeinsame Vielfache von ¢ = 9 + 7 und b = 11 + 13s.

Hinweis: Ermitteln Sie zunéichst d = ggT'(|al?, |b]?) in Z.

(H 3) Ring
Auf R? erkliren wir eine Addition sowie Multiplikation durch

(z,y) + (&, y) = (e + 2",y +¢) und (z,9) - («,y) = (zz’,09) .

Zeigen Sie, dass damit R? zu einem Ring wird. Ist es sogar ein Kérper?

(H 4) Isomorphe Korper

Im Polynomring R[z] betrachten wir das vom Polynom 2 + 1 erzeugte Ideal I = (22 + 1). Wie in (G 3) d)
gezeigt, lasst sich der Quotientenring R[z]/I bilden. Wir wollen zeigen, dass dieser Quotientenring isomorph
ist zu den komplexen Zahlen C. Gehen Sie wie folgt vor:

a) Zeigen Sie, dass jede Aquivalenzklasse [p] eines Polynomes p genau ein lineares Polynom ¢(z) = a + bz
mit a,b € R enthilt.

b) Zeigen Sie nun, dass die Abbildung f : C — Rz]/I, f(a + ib) := [a + bx] bijektiv ist und ein
Homomorphismus, d.h.

fe+2)=fR)+f() , [f(z2)=Ff(2)f() firzeC.
Damit ist f ein Ringisomorphismus.

Bemerkung: Es ist also moglich, die komplexen Zahlen als den Quotienten R[z]/I zu definieren.
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