WS 06/07 11. Ubungsblatt zur Linearen Algebra I 11.1.2007

(G 1) Gruppen

Zur Wiederholung: Eine Menge G mit einer Verkniipfungsoperation - heifit Gruppe, wenn folgende drei
Bedingungen erfiillt sind:

1.) Assoziativitit: (x-y) -z =x- (y- 2) fiir alle z,y,2z € G,

2.) neutrales Element: Es existiert ein e € G mit e-z =z -e =z fiir alle z € G,

3.) inverses Element: Zu jedem z € G existiert genau ein Inverses 7! € G mitz-z7 ' =27 ! -z =e.

a) Eine Gruppe heifit kommutativ, wenn z -y = y - z fiir alle z,y € G gilt. Geben Sie einige Beispiele von
kommutativen Gruppen sowie von nicht kommutativen Gruppen an.

b) Eine Teilmenge G' C G einer Gruppe heifit Untergruppe von G, wenn folgende Eigenschaften gelten:
e € G', mit z,y € G' ist auch z -y € G' und mit z € G’ ist auch 2= € G'. Welche der folgenden
Mengen sind Untergruppen von C\{0} bez. Multiplikation?

My ={Vz:2€Q,z>0} , My:=7Z\{0} , Ms:={zxeC :|z]=1}

1
My:={zeR: §<|m|<2} . My:={z+V3y : z,yeQ, 22 +y> >0}

(G 2) Gruppenhomomorphismen
Eine Abbildung f : G — G’ von einer Gruppe G in eine Gruppe G’ heiit Homomorphismus, wenn
flx-y) = f(z)- f(y) fir alle z,y € G gilt.

!

a) Sei e das neutrale Element in G und ¢’ dasjenige in G'. Zeigen Sie f(e) = ¢'.
b) Zeigen Sie f(z~!) = f(z)~! sowie f(z") = f(x)" fiir alle z € G sowie n € N.

c) Sei G die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen iiber R zusammen mit der Matrizenmultiplikation
und G’ = R\{0} zusammen mit der Multiplikation. Uberlegen Sie sich, dass die Determinante det :
G — G’ ein Gruppenhomomorphismus ist.

(G 3) Aquivalenzrelation und Quotientengruppe
Es sei G eine kommutative Gruppe und H C G eine Untergruppe. Wir erkliren auf G x G eine Relation ~:
Es gilt  ~ y genau dann, wenn 'y € H ist.

a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, d.h. zeigen Sie:
1.) Reflexivitit: z ~ z fiir alle z € G,
2.) Symmetrie: Wenn x ~ y, so ist auch y ~ z,
3.) Transitivitdt: Wenn z ~ y und y ~ z gilt, so auch z ~ z.

b) Zeigen Sie, dass ~ eine Kongruenzrelation ist, d.h. zeigen Sie folgendes: Wenn z ~ z’ und y ~ ¥/, so
istauch z -y ~ z' - 9.

c¢) Mit [z] := {y € G|y ~ z} bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von z € G. Auf der Menge G/H :=
{[z]| z € G} aller Aquivalenzklassen erkliren wir folgende Operation

(2] - [yl =[x -y] fir [z],[y] € G/H .

Zeigen Sie, dass dies wohldefiniert ist, d.h. unabhéingig von der Wahl von z,y € G ist.
Bemerkung: Mit dieser Operation wird G/H zu einer Gruppe, welche man die Quotientengruppe nennt.
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(H 1) Untergruppen
Es sei G eine Gruppe, z € G und H := {z" | n € Z} die Menge aller ganzzahligen Potenzen von z. Zeigen
Sie, dass H eine kommutative Untergruppe von G ist.

(H 2) Homomorphismen
Wir betrachten die Gruppe der ganzen Zahlen Z zusammen mit der Addition.

a) Zeigen Sie, dass fiir jedes m € Z die Abbildung f : Z — Z, f(z) = mz ein Homomorphismus ist.
b) Fiir welche Werte von m ist dies sogar ein Isomorphismus d.h. ein bijektiver Homomorphismus?

c) Gibt es noch weitere Homorphismen f : Z — Z aufler den in a) angegebenen?

(H 3) Einheitswurzeln in C

Zu einem n € N erkliren wir G := {z € C | 2™ = 1}, die Menge aller n-ten Einheitswurzeln in C. Zeigen Sie,
dass G bez. der Multiplikation von komplexen Zahlen eine Untergruppe von C\{0} ist. Wieviele Elemente
enthélt G? Skizzieren Sie G im Falle n = 8.

(H 4) Aquivalenzrelation, Michtigkeit von Mengen

Es sei M eine Menge und P(M) := {A | A C M} ihre Potenzmenge. Auf P(M) erkliren wir folgende
Relation ~: Es gelte A ~ B genau dann, wenn eine bijektive Abbildung f : A — B existiert.

Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
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