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Gruppeniibung
G 41 (Ritz-Verfahren)

Bestimmen Sie mit dem Verfahren von Ritz und der Ansatzfunktion

ple,y) = 21—yl —y)
eine Néherungslosung fiir folgendes Randwertproblem tiber G = [0, 1] x [0, 1]:

—Au(z,y) = 4 (z,y) € G
u(z,y) = 0 (xz,y) € 0G

Die selbstadjungierte Form des elliptischen RWP lautet
o (tenge) = o (axto)g o) +cou=glon) fir (w0 €6

und u(z,y) = 0 fiir (z,y) € OG. Damit ist in der obigen Aufgabenstellung a; = 1 = as,

c=0und g=4.
Die Approximation der Losung u wird nun bestimmt als ap, aus der Minimierung des
Integrals

Haw) = [[ (e + (ap)? - 2000) dizy

:aQ//G(gpiJrgpz) dx dy—QOz//GgsO d(z,y)

beziiglich des Parameters «. Notwendig dafiir ist

oo Mege dzy)
[l (92 +¢2) d(z,y)

0
iy _
o (ap)=0 =
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//G490 d(z,y) = 4/01 (y(l—y)/ol(x—xz) dx) dy

mit

//G (¥ + ;) dlz,y) = //G (1= 22)%%(1 — y)? + 22(1 — 2)%(1 — 2¢)?) d(z,y)

(1—22)%%(1 —y)*) d(=z,y)

(
<y2(1 —y)? /01(4202 — 4z +1) dx) dy
(

y*(1 —y)? (g —2+1)) dy

2 1
= 5/0 [y' —2y° +4°] dy
o 2/1 1+1 1
 3\5 2 3] 45
Damit ist
45 -
o= — =
9
und

v(z,y) =5¢(x,y) =52(1 —x)y(1 —y).

G 42 (Finite Elemente)

Man 16se niherungsweise die Randwertaufgabe

—Au = 1 inG=(0,1)x(0,1),
v = 0 auf 9G.

unter Verwendung der einfachsten Methode der finiten Elemente mit nur einem inneren

Knoten 1 =y, = % und der folgenden Triangulierung:
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Die schwache Formulierung fiir das Problem lautet:
a(u,v) = / Vu® Vudr dy = / 1-vdrdy = F(v), Yve Hi(G)
e} a

Man wéihlt den Raum S), der stiickweise linearen Funktionen aus H}(G) Fiir den einzigen
inneren Knoten der angegebenen Triangulierung wahlt man dann die Basisfunktion ¢,
stiickweise linear mit ¢1(z1,y1) = 1 und ¢; = 0 am Rande.

Fiir die Steifigkeitsmatrix wird die Ableitung von ¢ bendtigt:

Dreieck | 1 2 314
001 2 0l-210
Oy 0] -2 012

Damit berechnet man die Steifigkeitsmatrix (in diesem Beispiel nur 1 x 1):
ary = a(¢r, ¢1) = / |V¢1|2d3j dy = / (‘am¢1|2 + ‘ay¢1‘2) dx dy = / 4 dxdy = 4.
G 1,2,3,4 1,2,3,4
Fiir die rechte Seite berechnet man
1
61:/1-¢1 dr dy = / 01 da:dy:§.
G 1,2,3,4

Damit ist

LI g (LY L1
“\2g) M\ 22) T T
G 43 (Lineare Randwertaufgabe)
Gegeben sei die Randwertaufgabe

—u"(x) =1, € [a,b], wu(a)=mu(b)=0.
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a) Wie lautet die exakte Losung?

b) Welches Gleichungssystem ergibt sich bei einer Diskretisierung mit der Schrittweite

h = ]Iif;fl, wenn man mit dem symmetrischen Differenzenquotienten zweiter Ordnung

diskretisiert und die Randbedingungen ausnutzt?
c) Warum liefert das Verfahren in b) exakte Werte an den Knoten z;?

d) Zeigen Sie, daf§ fiir die Konditionszahl der Matrix A = tridiag(—1,2, —1) folgende
Abschéatzung gilt:

—_

condo(A) = [Alle- A oo > 5 (N +1)” ~1).

\)

Interpretieren Sie dies!

Hinweis: Zur Abschitzung der Norm von A~! kénnen Sie die Definition der zuge-
ordneten Matrixnorm benutzen. Nutzen Sie auch die Tatsache aus, dass bei diesem
Beispiel das Verfahren die exakte Losung liefert.

a) Zweifache Integration von u”(z) = —1 liefert u(t) = —32* + Ciz + Co. Mit den
Randbedingungen
u(a) = -1 +Cia+Cy = 0
uld) = —30*+Cib+Cy = 0

erhilt man Cy = £(a+b) und Cy = —3ab, also
1 1
u(z) = 5(—:1:2 + (a+b)x —ab) = 5(3: —a)(b—x).

b) Man erhilt das System

2 -1 0 Uy 1
1 2 -1 Us 1
—1 2 —1 UN-1 1
0 —1 2 uy 1

~ ~~ -~ S~——
A T

¢) Bei dem symmetrischen Differenzenquotient steht im Fehlerterm die vierte Ableitung
(man sieht es iiber die TAYLOR-Entwicklung). Bei Polynomen vom Héchstgrad zwei
verschwindet die vierte Ableitung und somit ist der Differenzenquotient fiir diese
Polynome exakt.
Man kann dies auch ohne TAYLOR-Entwicklung leicht sehen: fiir u(z) = Az?+ Bx+C
ist
u(x —h) = 2u(z) +u(zr +h) = [A(z—h)’+ Bz —h)+C]
-2 [A:L‘z + Bz + C’}
+ [A(z + h)* + B(z + h) + C]
= 24n°
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Wegen u'(x) = 2A ist dies gerade h* - u"(z).
d) Es gilt

N
def
41, * e 3 ol = 4

Die exakte Losung @ der RWA ist eine Parabel mit Nullstellen a und b und der
Kriimmung —1, es gilt also u(x) = —5(x — a)(x — b). Nach b) ist die numerische

1
2

Losung der RWA exakt, man berechnet daher leicht, dass

lall,, = % (b—a)?, N ungerade,
lal|,, = é (b—a)? %, N gerade.
Zusammen gilt 1 Ny
fill > 5 0 S

Zur Abschétzung der Norm der Inversen benutzen wir nun die Definition der zugeord-
neten Matrixnorm unter Beachtung, dass At =b < @ = A~'b (das Verfahren liefert

fiir dieses Beispiel die exakte Losung!):

1 -1 ~ _ \2 2 _
147 % sup 1A lle o 1A Bllog _ flillee o 1 (b= ) (N4 1)"—1
> w20 17l 1Bl lIblloe — 8 A2 (N +1)?
| (N+12-1 1
o R o (12 o ).
s WD T —s (Vi)

Somit gilt fiir die Konditionszahl der Matrix A:

condo(A) = [ All . - [[A7Y|, = 4 é (N+1)2—1) = % (N+1)2—1).

Also wiéchst die Kondition quadratisch mit der Anzahl der Diskretisierungspunkte.
Dies hat zur Folge, dafl zwar der Konsistenzfehler abnimmt, aber der Fehler beim

Losen des LGS zunimmt bzw. iterative Loser immer schlechter konvergieren.



