Numerik fiir CE, Ing. und Phys., Ubung 7, Losungsvorschlag
Gruppeniibung

G 19 (Schrittweitensteuerung)
Gegeben seien ein eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren der Ordnung 2,3

0lo 0 0 ko= f(t,y)
13 10 = ky = f(t+2,y+ (k1 + k2))
vl 10 Dy = (ki + k)
AL ®y = g(ki+ ko + 4ks)
und die homogene lineare autonome DGL 3’ = —10y mit dem Anfangswert y(0) = 1.

Testen Sie ob die Vorschlagsschrittweite h = 0.1 im Punkt ¢ = 0 akzeptiert wird, wenn
eine absolute Genauigkeit von TOL = 0.1 auf dem Intervall ¢ € [0, 1] gefordert ist. Erfiillt

die von der Schrittweitensteuerung (ohne Sicherheitsfaktor) vorgeschlagene Schrittweite
den Test?

Die RK-Vertahren ergeben fiir h = 0.1

ki = f(0,1) = —10(1) = —10

ky = f(0+01 14 0.1(=10)) = —10(1 4+ 0.1(—10)) = 0

ks = fO+%1+%(-10+0)) = —10(1 + &1(-10+40)) = =75
o = I(- 10+0)= —5

P = L(-104+0+4(-75)) =-2.

Die Néherungslosungen sind dann

y1 = 1+0.1(=5) =05
Yy = 1+01(—2) =13

Fiir die Schétzung des lokalen Fehlers ergibt sich:
Err = |y, — 11| = 0.1667.

Der maximal erlaubte Fehler in dem Schritt lautet

-1=0.01 < Err

h * TOL 01 0.1
T e

tEnde - tO

Damit wird h = 0.1 als Schrittweite verworfen und die neue Vorschlagsschrittweite ist

.| h-TOL- |yh| 0.1-0.1-1
h*=h =0.1¢ ~ 0.0245.
\/(tEnde — to)ETT’ (1 - O) -0.1667
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Fiir diese Schrittweite gilt

ki = f(0,1)=—10(1) = —10

ks = f(0+0.0245,1+0.0245(=10)) = —10(1 + 0.0245(—10)) = —7.55

ks = f(0+4 2828 1 4 2025(-10 — 7.55)) = —10(1 4 2245(-10 — 7.55))
= —8.9251

®; = 3(—10—7.55) = —8.775

o, = %(—10 — 7.55 +4(—8.9251)) = —8.8751.
Die Néherungslosungen sind dann

y1 = 140.0245(—8.775) = 0.7850
yo = 14 0.0245(—8.8751) = 0.7826

Der Fehler ist jetzt:
Err = |ys — 1| = 0.0024 < 0.01

Diese Schrittweite ist geeignet. Im allgemeinen ist es sinnvoller die Schrittweitenbestim-
mung mit einem Sicherheitsfaktor < 1 durchzufiihren.

G 20 (Gaufs mit Restmatrix-Pivot-Strategie)

Zu losen ist das Gleichungssystem Az = b mit

1 3 -2 1
A = 21 —4 und b = 2
2 2 8 3

Gehen Sie folgendermaflen vor:

a) Bestimmen Sie mit der Restmatrix-Pivotstrategie die Zerlegung PAQ = LR. Geben
Sie P, Q, L, R explizit an.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus Teil a) die Losung zum linearen Glei-
chungssystem Ax = b.

xc) Berechnen Sie mit Hilfe der Zerlegung aus Teil a) die Inverse A~

a) LR—Zerlegung:
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1 2 3 | Spaltentausch I gegen Il
11 1 3 —2 | Zeilentausch I gegen Il
2| 2 1 —4
31 2 2 8* | * = Restmatrixpivot
3 2 1
31 8 2 2
2| -4 1 2 |I=I+1ir
1] -2 3 1 |D=m++I
3 2 1 | kein Spaltentausch
8 2 2
1 .
-3 2 3 | Zeilentausch II gegen Il
—% (%) 3 | * = Restmatrixpivot
3 2 1
31 8 2 2
1 7
-3 3 3
1 4
3 2 1
31 8 2 2
1
=% 5 3
1 4 15
21— 7 7
1 0 0 8 2 2
= L = -1/4 1 0 R = 0 7/2 3/2
—1/2 4/7 1 0 0 15/7
0 01 0 01
P = 1 00 Q = 010
010 1 00
b)
Az =b < PAQQ 'z =Pb
& LRQ 'z =Pb
Wir losen daher Lz = Pb, Ry = z, x = Qy. Es folgt
3 1/12 7/6
2= T7/4 |, y= 0 , T = 0
5/2 7/6 1/12

PAQ = LR = A= P'LRQ' = A' =QR'L'P
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1/8 —1/14 —1/15 1 0 0
R'=1| 0 2/1 -1/5 | L7t = | 14 1 0
0o 0  7/15 5/14 —4/7 1
1/12 —1/30 —1/15
QR'L7'P = Q| o 2/5 ~—1/5 |P
1/6 —4/15 7/15
~1/30 —1/15 1/12 —4/15 7/15  1/6
= Q 2/5 -155 o |=[ 25 -1/55 o0
—4/15 7/15  1/6 ~1/30 —1/15 1/12

G 21 (Ist das Schema durch Gauf8 mit Restmatrizpivot entstanden?)

Gegeben sei das Schema:

43 1 2
118 4 2 1
1
312 1 2
1 1
1§ R |
2111 1 1

Es wird behauptet, dieses Schema konnte aus der Anwendung des GauB-Algorithmus mit
Restmatrixpivotsuche, angewandt auf eine invertierbare Matrix A € R***, entstanden
sein. Uberpriifen Sie die Behauptung, ohne A zu rekonstruieren, und geben Sie gegebe-
nenfalls alle Eintrdge an, die dieser Behauptung widersprechen. Bitte begriinden Sie Ihre
Antwort!

Wir miissen die folgenden beiden Bedingungen iiberpriifen:

1) a? > 1aW] fiir 1 > k.
(Wire das nicht so, so hdtte man noch ein Spaltentausch in Schritt k
durchfiihren kénnen.)
2) |ly| <1firk=2...n j=1. k-1
(Wiirde fiir einen Multiplikator lx; > 1 gelten, so hédtte man im Schritt k einen
Zeilentausch vornehmen kénnen.)

zul)kzl: 824:‘a12‘, 822:\(113\, 821:]a14]
k=2: 221:’(123’ 222:’CL24’
k=3: 121:’6L34’

Die erste Bedingung ist also erfiillt.

zu 2) Alle ly; erfiillen |li;| < 1 und somit auch die zweite Bedingung.

Das angegebene Schema kénnte also durchaus das Resultat eines Gaufi-Algorithmus mit
Restmatrixpivotsuche sein.
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Hausiibung

H 19 (Gaufs-Elimination)
Losen Sie mit Hilfe des Gauf3-Algorithmus das lineare Gleichungssystem Ax = b mit

1 4 1 0
A=[415 B |, v=| 1
1 8 -3 -2

in Abhéngigkeit des Parameters g € R. Geben Sie im Falle der Losbarkeit die gesamte
Losungsmenge an.

Hinweis: Gau3-Algorithmus ohne Pivotwahl moglich.

Nach Hinweis:

1 4 1 0 1 4 1 0
4 15 (| 1 — | 0 1 4—01-1 |
1 3 —3|-2 0 4—8 4 |2

1 4 1 0

0 4—0 -1

0 (1) 4—(4-p)22+4-p
Letzte Gleichung ausgeschrieben:
(12488 — )3 =6— 3
& (8-2)6—pF)rs=6-0
Fallunterscheidung:

o 3 = 2: letzte Gleichung 0 = 4 = keine Ldsung;

e 3 =6: letzte Gleichung 0 = 0 = unendlich viele Losungen;
x3 = € R beliebig = x93 = —1+2u = 21 =4 — 9u.

e (3 +# 2 und [ # 6: eindeutige Losung = x3 = ﬁ = Tg = —% =T = é

H 20 (Gaufs-Algorithmus in 5-stelliger Gleitpunktarithmetik)
Gegeben ist das Gleichungssystem Az = b mit

1.7 3210 —3225 —24.9
A= -09 88 =56 , b= 3.7
101.7 —7.8 5.7 300.9

Dieses Systems ist sehr empfindlich bei der Durchfiihrung des Gauf-Algorithmus ge-
geniiber Rundungsfehlern. Losen Sie das System unter Verwendung einer fiinfstelligen,
dezimalen Gleitpunktarithmetik (Rechnen mit 5 signifikanten Stellen). Benutzen Sie da-
bei den Gauf-Algorithmus
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a) ohne Pivotisierung,
b) mit Spaltenpivotisierung.
c¢) Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der exakten Losung x* = (3,2,2)T. Woher kom-

men die unterschiedlichen Resultate.

Hinweis: Es ist praktisch, die wissenschaftliche Zahlendarstellung mit 5 stelliger Man-
tisse zu benutzen. Zum Beispiel

1234,567 — 1,234567 -10° —— 1.2346E+3
3,141759 — 3,141759-10° — 3.1418E+0
0,000654321 — 6,5432-107% — 6.5432E-4.

Bringen Sie jedes Zwischenergebnis auf diese Form, und runden Sie auf die letzte Stelle.
(Achtung: Taschenrechner rechnen oft intern mit hoherer Genauigkeit als die Anzeige
vortauscht!)

a) Ohne Pivotisierung:

1.7000E+0  3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1
-9.0000E-1  8.8000E+0 -5.6000E+0 | 3.7000E+0 | I = I — (-5.2941E-1)]
1.0170E+2 ~-7.8000E+0  5.7000E+0 | 3.0090E+2 | Il = Il — (5.9824E+1)]

1.7000E+0  3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1
1.7082E+3 -1.7129E+3 | -9.4820E+0
-1.9205E+5  1.9294E+5 | 1.7905E+3 | Il = Il — (-1.1243E+2)[

1.7000E+0  3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1 = z1 = 3.1076E+0

1.7082E+3 -1.7129E+3 | -9.4820E+0 = x9 = 2.0122E+0
3.6000E+2 7.2440E+2 = r3 = 2.0122E+0

b) Mit Spaltenpivotisierung:

1.7000E+0 3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1 | Zeilentausch I gegen I
-9.0000E-1 8.8000E+0 -5.6000E+0 3.7000E+0
1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2

1.0170E+2 ~-7.8000E+0  5.7000E+0 | 3.0090E+2
-9.0000E-1  8.8000E+0 -5.6000E+0 | 3.7000E+0 | I = II — (-8.8496E-3)]
1.7000E+0  3.2100E+3 -3.2250E+3 | -2.4900E+1 | Il = Il — (1.6716E-2)I

1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2
.7310E+0 -5.5496E+0 | 6.3628E+0 | Zeilentausch I gegen Il
3.2101E+3 -3.2251E+3 | -2.9930E+1

1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2
3.2101E+3 -3.2251E+3 | -2.9930E+1
8.7310E+0 -5.5496E+0 6.3628E+0 | I = Il — (2.7199E-3)1

1.0170E+2 -7.8000E+0 5.7000E+0 3.0090E+2 | = z1 = 3.0000E+0
3.2101E+3 -3.2251E+3 | -2.9930E+1 | = 29 = 1.9999E+0
3.2223E+0 6.4442E+0 | = z3 = 1.9999E+0

N = WIN = W~ N WP, DN WWwN B~
(o9}
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c) Offensichtlich wird der Rundungsfehlereinflul von der Spaltenpivotisierung besser
gedampftt als ohne jede Pivotisierung. Der Grund hierfiir ist die GroBenordnung der
Betrége der Zeilenmultiplikatoren. Je kleiner diese sind, desto weniger Information
geht durch das Runden verloren.

H 21 (Programmieribung: Schrittweitensteuerung)

Programmieren Sie den Algorithmus mit Schrittweitensteuerung aus dem Skript. Als
vorgegebene Toleranz soll € = 0.1, bzw. € = 0.01 gewéahlt werden. Das Verfahren soll auf
die beiden Testprobleme

a) Anfangswertproblem
y/ - _12:% LS [07 1]7 y<0) = 17
Startschrittweite hy = %.

b) Anfangswertproblem

y = —g, v e[-3,5, y(=3) =4,

Startschrittweite by = 3.

angewendet werden. Fiir die Verfahrensfunktionen ¥, bzw. U sollen das explizite Euler-
Verfahren (p=1) und das Heun-Verfahren (p=2) dienen.

0

1 |1
p=1]1 0
p=2|5 3

Vergleichen Sie die numerischen Ergebnisse mit den jeweiligen exakten Losungen und
dariiber hinaus die Anzahl der benétigten Schritte und die Anzahl der Fehlversuche. Die
Summe dieser beiden ist ein Maf3 fiir die Laufzeit. Der Sicherheitsfaktor p soll ebenfalls
variieren. Vergleichen Sie die Anzahl der Gesamtschritte fiir verschiedene p.

Loesung fuer TOL=0.1
T T T

Schrittweiten fuer TOL=0.1
T
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p=1,TOL =0.1 erfolgreiche Schritte: 10, Fehlversuche: 3

Loesung fuer TOL=0.1 )
1 : : ; Schrittweiten fuer TOL=0.1

0.02 L L L L L
0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

t

p=0.9TOL =0.1 erfolgreiche Schritte: 11, Fehlversuche: 3

Loesung fuer TOL=0.01 o
N ; ! Schrittweiten fuer TOL=0.01

)

0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
t t

p=1,TOL = 0.01 erfolgreiche Schritte: 20, Fehlversuche: 6

Loesung fuer TOL=0.01 o
1 : : : Schrittweiten fuer TOL=0.01

0.25 T T T T T

)

L L L L L L L L L
0
05 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

t t

p=0.9,TOL = 0.01 erfolgreiche Schritte: 21, Fehlversuche: 2
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Loesung fuer TOL=0.1

Lésungsvorschlag

X(t)

Schrittweiten fuer TOL=0.1

-2 -1 0 1 2
t

p=1,TOL = 0.1

Loesung fuer TOL=0.1

erfolgreiche Schritte: 17, Fehlversuche: 12

Schrittweiten fuer TOL=0.1

X(t)

-2 -1 0 1 2

p=0.9TOL=0.1

Loesung fuer TOL=0.01
T T T

Fehlversuche: 12

Schrittweiten fuer TOL=0.01
T

()

p=1,TOL = 0.01

erfolgreiche Schritte: 49, Fehlversuche: 46
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Loesung fuer TOL=0.01
5 T T T

Schrittweiten fuer TOL=0.01
T T

L L L L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
t

p=0.9,TOL = 0.01 erfolgreiche Schritte: 52, Fehlversuche: 32

Der Vorteil des Sicherheitsfaktors ist die Reduktion der Gesamtschritte. Am deutlichsten
ist dies an den letzten beiden Reihen zu erkennen, wo die Anzahl der Gesamtschritte von
95 auf 84 fallt. Dies sieht nicht so viel aus, die Einsparung an Rechenzeit betrigt jedoch
mehr als 10% !! Dies kann deutlich mehr werden, wenn die Lésung betragsméfig grofie
zweite Ableitungen hat. Eine bessere Wahl von p kann weitere Einsparungen bringen. Es
ist jedoch schwer, ein optimales p a priori zu bestimmen.



