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Gruppeniibung

G 16

G17

(A-Stabilitit)
Zur Losung des AWP
= f(t,r), x(0) =m0
werde das implizite Verfahren
Thir = op + 7 (L= 0) f(bk, 2) + 0 f(ter1, 211)), 0 € (0,1)

benutzt. Fiir welche o ist das Verfahren A—stabil?

Das Verfahren angewendet auf das Modellproblem x = \x liefert mit z = 7 X die Vor-
schrift

(1—02)xp1 =1+ (1—0)2)xp

oder
Tpp1 = R(2) wg,
mit . (1 )
+ —0)z
R(z) = e

Um |R(z)| abzuschétzen, setze z = a + i b:
[R(2)| <1
N+ (1—0)z| <|1—02z|
(14+(1-0)a)’+(1-0)?20*<(1-0a)?+02b"
2a+ (a®>+b%) (1-20) <0

Damit das Verfahren A-stabil ist, muf3 diese Ungleichung fiir a < 0 und b € R erfiillt
sein. Dies ist genau dann der Fall, wenn 1 — 20 < 0, bzw. 0 > %

(Ezplizites und implizites Euler-Verfahren)

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem:
y'(t) = =3y(t) + 1 + 3t, y(0) = 1.

Berechnen Sie mit dem expliziten und impliziten Eulerverfahren jeweils eine Ndherung
von y(t) im Intervall [0, 4] mit Schrittweite h = 1.

Vergleichen Sie die Ergebnisse mit der exakten Losung
y(t) =t +e .

Konnen Sie einen Grund fiir das unterschiedliche Verhalten nennen? (Beide Verfahren
haben Konsistenzordnung 1.)
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Fiir das explizite Eulerverfahren, angewandt auf die gegebene Differentialgleichung,
erhélt man die Iterationsvorschrift

Yir1 = Yi+h(=3y; +1+3t)=—2y; + 1+ 3t,,
v = L

Dabei ist t; = 4,1 =0, ...,3. Damit erhidlt man die Nidherung

li | Vi
011

1| -1
216

3| -5
4 120

Fiir das implizite Eulerverfahren, angewandt auf die gegebene Differentialgleichung,
erhélt man die Iterationsvorschrift

Yir1 = Yi+h(=3yis1+14+3ti11) =y — 3yis1 + 1+ 3ti11, d h.

1
Yie1 = Z(yi + 14 3tiy1)

Yo = 1
mit t; = 1,1 =0,...,3. Damit erhilt man die Nidherung

ti | Yi

01

1| 1+4

2 |2+ 15
3|3+
414+ 5

Vergleicht man die Losungen miteinander, so stellt man fest, daf3 das explizite Euler-
verfahren eine sehr schlechte Lésung liefert, die auch qualitativ nichts mit der exakten
Losung gemeinsam hat. Das implizite Eulerverfahren liefert trotz grofler Schrittweite von
1 eine gute Naherung der exakten Losung.

Der Grund fiir die Diskrepanz liegt in dem exponentiell fallenden Anteil e=3t. Dieser
Anteil spielt fiir der Losung fiir t > 1 nur eine minimale Rolle. (Z.B. ist y(4) = 4+6.1442-
1075.) Dieser Anteil wird vom expliziten Eulerverfahren sehr schlecht angenéhert. (Die
Funktion t — e~* ist streng monoton fallend und iiberall positiv. Wird die Funktion an
einer Stelle durch ihre Tangente im Punkt t > 0 gendhert, so erhélt man ausgehend von
dem Beriihrpunkt (t,e=*) bei einer Schrittweite, die nicht klein genug gewéhlt wurde,
negative Werte, obwohl die Funktion iiberall positiv ist.)
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FEin Indiz fiir das schlechte Verhalten des expliziten Eulerverfahrens ist der betragsmaBig
grofie, negative Koeffizient —2 vor y;. Dieser Koeffizient sorgt fiir die Vorzeichenwechsel
und das betragsméfig starke Anwachsen der Néherung des expliziten Eulerverfahrens.
Beim impliziten Eulerverfahren ist dieser Koeffizient i, was ein Dampfen des Anteils von
y; an der Néherung y;,, zur Folge hat. (Der dominierende Anteil in y; 1 ist %ti.)

20 T T T T T T T N T
——  exakte Losung
o O explizites Eulerverfahren
15 + + implizites Eulerverfahren 7
10 .
o
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q
O - -
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_5 | | | | | Pary | | |
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G 18 (Gerschgorin)

Die Anfangswertaufgabe
y =4y,  y(0)=y R’
mit
-1 -1 0
A=160 -120 1
0.1 1  —10000

soll mit dem expliziten Eulerverfahren integriert werden. Wie grofl kann die Diskretisie-
rungsschrittweite h gewihlt werden, wenn bei beliebigem yo = y& die Bedingung y; — 0
fiir ¢ — oo mit A > 0 erfiillt sein soll? Begriinden Sie Thre Wahl.
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Die Untersuchung der Gerschgorin-Kreise von A und A” liefert, dass es drei verschiedene
Eigenwerte gibt, die folglich auch reell sein miissen. Die Intervalle auf der reellen Achse
sind [—2,0], [-122, —118] und [—10001, —9999]. Sie liegen alle in der negativen komplexen
Halbebene.

Der Betrag des gréfiten Eigenwertes lédsst sich durch 10001 abschétzen. Die Stabilitéts-
funktion des expliziten Euler-Verfahrens ist R(hA) = 1+ hX\ und die Stabilitdtsbedingung
ist daher h < ﬁ und durch die Wahl

h <

~ 1
10001 0,00019998

kénnen wir die oben genannte Bedingung erfiillen und das korrekte Verhalten sicherstel-
len.
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Hausiibung

H 16 (Stabilitit)
Es sei das folgende zweistufige Runge-Kutta—Verfahren gegeben:

1
4
3
4

a) Berechnen Sie die Stabilitdtsfunktion und iiberpriifen Sie, ob das Verfahren A-stabil
1st.

b) Berechnen Sie die Konsistenzordnung des Verfahrens fiir die DGL ¢’ = Ay, A < 0.
a) Zum Nachweis der A-Stabilitdt mufl das Gebiet der absoluten Stabilitét
G={z€C:|g(2)| <1}.

bestimmt werden. Dabeli ist g(z) die Stabilitédtsfunktion, die sich ergibt, wenn man
das zu untersuchende Verfahren auf die Testgleichung y' = Ay anwendet und die
entstehende Gleichung in der Form

Yir1 = g(h - Ay
schreibt. Das Verfahren heif3t dann A-stabil, wenn

G D {z: Re(z) < 0}.

Durch Anwenden von

1 % 0 ki = f(z+ih,y+ Lhk)
212 1 = ky = f(z+3hy+ shki + 1hk,)
v 11 &y = L(ki+ko)

auf die Testgleichung y' = Ay erhélt man

1

1 1

Auflésen nach ky und ko

A
— DY

ko —
? (1 - Iin)?
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b)

und FEinsetzen in ® ergibt
Yit1 = Yi +h®
h

h A (14 $Ah)Ay;

2 VAL T\h)?
1-1 (1—1xn)

h (1= 3 AR)A+ (14 $AR)A

= yi+§' ( _iAh)Q Yi
h 2\
= yi+§‘m%
hA
= Y+

(1= Danp2”
(=12 + h)\)
T a-hwp M
(1+ iAh)Qy‘

(1= 1Xh)2

Damit lautet die Stabilitatsfunktion

_ (1+32)7
g(z) = (1 _ iz)Q

Das Gebiet der absoluten Stabilitéit ist durch alle komplexen Zahlen gegeben, die
die Bedingung

14 12)2
el <
bzw.
(2 +4)% < (2 = 4)?.
bzw.

|z + 4] < |z —4].

erfiillen. Geometrisch kann man dies in der komplexen Zahlenebene interpretieren
als die Menge der Punkte, deren Abstand von der Zahl —4 ( Abstand = |z +4|) echt
kleiner ist der Abstand zum Punkt 4 ( Abstand = |z —4|). Dies sind aber genau die
Punkte, deren Realteil Re(z) < 0 ist. Damit ist das Verfahren A-stabil.

Um die Konsistenzordnung auszurechnen, betrachtet man die Differenz

Y(tiv1) — Yis1-

Es gilt mit der Taylorreihe:

! h2 1/ h3 n
Y(tiv1) = y(ti +h) = y(t:) + hy'(t;) + Y (t;) + oY (t:) + O(h*).



Numerik fiir CE, Ing. und Phys., Ubung 6, Lisungsvorschlag 7

Andererseits gilt nach Aufgabenteil (a) (alle Glieder mit h in der Potenz hoher als
3 werden bei allen Schritten gleich unter O(h*) zusammengefasst):

(1+1hr) hA\ 1 1 1 ’
PR S S R O (T 14+ —hA+ —h2\2 4+ — B3N8 ht ;
Yit1 ( )2.% ( + 4) < HVLARET: + 5 + O( )) Yi

1

hA  h2)\2 1 1 1
14+ —+ ) (1+—h2>\2+—h)\+—h2)\2+

343 4 ,
16 2" T8 iAol )) vi

(
— (1 + %h)\ + 11—6h2A2) (1 - %hk + %hQ)\Q + 6—14h3)\2 + (’)(h“)) n
= (1 + %hk + 13—6h2)\2 + 6—14h3)\2
+%h)\ + iiﬂ)\z + ;—2h3)\3
+%h2)\2 + 3—12h3>\3 + O(h‘*)) n

1
— (1 + hA + §h2)\2 + 614h3)\3 + O(h‘*)) Yi.

Aus der gegebenen DGL folgt fiir ein geniigend oft differenzierbares y:

/
Yy o= Ay

— =) =0y =Ny
N y/// _ (y//>/ _ ()\23;)/ — )\3y.

Damit gilt
Lioya, 7 .3y3 4
Yir1 = 1+h>\+§h>\ +@h>\ +O(hY) ) y;
1 7
= yi+hy + §h2y§’ - 6—4h3yg” + O(h%)
und

11
y(ti+1) —Yit1 = @hgym(ti) + O(h4)-

Damit ist die Konsistenzordnung des gegebenen Runge-Kutta—Verfahrens (bei der
gegebenen DGL) genau 2.

H 17 (Kreissatz von Gerschgorin)
Gegeben ist die Matrix
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a)

b)

b)

Begriinden Sie, warum die Eigenwerte von A reell sind und geben Sie mit dem
Kreissatz von Gerschgorin IntervalleinschlieSung fiir die Eigenwerte an.

Fiihren Sie eine Ahnlichkeitstransformation auf die Matrix B = S~'A S mit einer
Diagonalmatrix S = diag(1, d, %) durch. Dabei bleiben die Eigenwerte unverindert.
Wihlen Sie verschiedene Werte fiir 6 > 0, die zur Verbesserung der Eigenwert-
abschitzung mit Hilfe des Kreissatzes von Gerschgorin geeignet sind. Versuchen Sie
insbesondere moglichst kleine, disjunkte Intervalle fiir Ay < Ay < A3 anzugeben.

Die Matrix A ist symmetrisch, damit sind alle Eigenwerte reell. Die Gerschgorin-

Kreise sind gegeben durch

Ki = {\:[3-) <07}
Ky = {M:[5—)\ <14}
Ky = {\:[T—)\ <07}

Diese Kreise sind nicht disjunkt, sondern Ky iiberschneidet sich mit K; und Ks.
Demnach kann man nur sagen, dafi die Eigenwerte im Bereich [2.3,7.7] liegen.

Die Matrix B lautet

3 —0.7 0
—0.70

|
e
N |

[
ot

B=S"1AS8 =

Die Gerschgorin-Kreise sind

Ki(6) = {A:|3=) <078}
Ko(8) = {N:[5—X <0.7(5+ $)}
K3(6) = {A:[7—)A <0.71}.

Versucht man nun den Abstand zwischen den Kreisen K| und K, zu maximieren,
so fiihrt das auf die Aufgabe

1
max A15(6) =2—-0.76 — 0.7(0 + 5)

Ableiten und zu Null setzen ergibt

1
=—-144075=0 =

Al (0) 5

1
019 = ——.
1,2 2

Die Kreise sind dann

Ki(012) =

K2(51,2)
K3(01,2)

{X:]3— A <0.49497}
{A:]5— A < 1.48492}
{\:]7— A < 0.98995}.
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Fin analoges Vorgehen mit den Kreisen Ky und Kj ergibt 093 = V2 und damit die
Kreise

Ki(023) = {A:]3—2A] <0.98995}

Ky(023) = {A:]5— A <1.48492}

Disjunkte Intervalle sind demnach A\; € [3 — 0.49497,3 4 0.49497], A3 € [7 —
0.49497,7 + 0.49497] und A\, € [5 — 1.48492,5 4 1.48492].

H 18 (Programmieribung: MATLAB oder NumaWWW)
Zu 16sen sei das folgende AWP

Tt = —12z, x€]0,1], z(0)=1

. . . _ 1 1 1

mit den Schrittweiten h = £, 15, 55 -

a) Implementieren sie dazu das explizite EULER-Verfahren.
b) Implementieren sie dazu das implizite EULER-Verfahren.

c) Geben sie die Ergebnisse dazu jeweils graphisch aus.

a) Der Ansatz fiir den expliziten Euler lautet

fﬁizifﬁ = 122, == ay = (1-12h) .
b) Analog fiir den impliziten Euler

Tip1 — T4 1
h i R DY

¢) Die exakte Losung des AWP’s lautet
x(t) = e M.

Ein Vergleich mit den numerischen Ldsungen:

Das explizite Euler—Verfahren Das explizite Euler-Verfahren
T T T T

. . . : . T . 1 . . . : . . :
— exakt
_ b - h=1/10
3k h=1/5 AN ]
/ \ i
! \

0.8

s \ / \
| .Y
1 , N / : ] 0.6

\
0.4

X(t)
)

0.2

ok \ ST T
;

-0.21-

6 L L L L L L L L L _0.4
. .. . . . 0
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Das explizite Euler-Verfahren Das implizite Euler-Verfahren
1 T T T T T T T T 1 T T T T T T T T

. . 1 1 1 Cm— o
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0.7 0.8 0.9 1
t t
Das implizite Euler-Verfahren Das implizite Euler-Verfahren
1 T T T T T T T T 1 T T T T T T T T
n I I
0.6 0.7 0.8 0.9 1




