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Gruppeniibung

G 7 (Lineare Interpolation in 2D)
Wie lautet die Basisfunktion ¢ der stiickweise linearen stetigen Interpolation zum Knoten

Nr. 4 der unten angegebenen Triangulation ?

2 6
— q

o(P) =

) {1 falls ¢ = 4

0 sonst

Die gesuchte Basisfunktion muf3 in den Knoten 1,3,4,5,6 verschwinden und im Knoten 4
den Wert 1 annehmen. Daraus ergeben sich mit dem linearen Ansatz

o) =a+br+cy
folgende Bestimmungsgleichungen

o Dreieck 124 :

o(P) = a+b-04+c¢-0 = 0
o(P) = a+b-14+¢-0 = 0 p=a=b=0, c=1
o(Py) = a+b-0+c-1 =1

e Dreieck 235 :

o Dreieck 245 :

o(P) = a+b-14¢-0 = 0
oPy)) = a+b-04+c-1 = 1 py=a=1, b=—-1, c=0
o(Ps) = a+b-14c-1 = 0

e Dreieck 456 :

o(Py) = a+b-0+c-1 =1
o(Ps) = a+b-1+c-1 = 0 ) =>a=2 b=c=-1
o(Ps) = a+b-0+c¢c-2 = 0
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Die Basisfunktion lautet demnach

y in Dreieck 124

0 in Dreieck 235

1 —2x in Dreieck 245
2—x—y in Dreieck 456

ps(x) =

G 8 (Bilineare Interpolation)

Gegeben seien zwei achsenparallele Rechtecke Ry und R,, die genau eine Kante ki ge-
meinsam haben. Weiterhin seien auf R; bzw. Ry bilineare Polynome p; bzw. ps gegeben,
die auf den Rechtecksecken gegebene Werte interpolieren.

\

a) Zeigen Sie, dafl p; und p, in kg stetig ineinander iibergehen.

b) Gehen p; und ps in kr notwendigerweise differenzierbar ineinander tiber?

c¢) Betrachten Sie nun beliebige Rechtecke Ry und Rs, die genau eine Kante kg ge-
meinsam haben. Ist der Ubergang nun immer noch stetig?

[N

a) Wir haben
m(z,y) = a1 + bz + cy + dyzy
bzw.
pa(z,y) = as + b + coy + daxy.
Man orientiere sich an der Skizze. Dies kann man ohne Beschriankung der Allge-
meinheit tun. Lidgen Ry und R, “iibereinander”, kénnte man den Beweis analog

fiihren.
Auf kp ist nun x = x,. Also gilt dort

p1(zo,y) = (a1 + b12o) + (c1 + diz0)y
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G9

b)

bzw.
D20, y) = (az + baxo) + (c2 + dazo)y,

was heifit, dafl die beiden Polynome auf kr beschrankt Geraden sind. In den Recht-
ecksecken haben die Geraden jeweils gleiche Funktionswerte. Also sind sie gleich.
Damit gilt

pl(an y) = pQ(x()a y)u
was zu zeigen war.

Man betrachtet ein einfaches Gegenbeispiel. Man habe zwei Rechtecke mit Funkti-
onswerten wie in der Skizze angegeben:

1 0 0

1 0 0

Im rechten Rechteck ist das interpolierende bilineare Polynom konstant null, wéahrend
im linken Rechteck ein affin lineares Polynom interpoliert. Wir haben also einen
Knick in der Ubergangsseite. Im Allgemeinen gehen die bilinearen Interpolations-
polynome also nicht differenzierbar ineinander iiber.

Auch hier betrachten wir ein Beispiel:

1 0 0

1 0 0

Auf der Ubergangssejte gilt y = —x. Wir erhalten damit
pir, —x) = a; + (b — ;)7 — dya® fiir i = 1,2

auf dem Ubergang. Im Gegensatz zu Teil a) sind also p; und p, auf kg nicht notwen-
digerweise linear. Parabeln aber werden durch zwei Wertevorgaben im Allgemeinen
nicht eindeutig festgelegt, also ist die Gleichheit von p; und p, nicht automatisch
gegeben. Also ist der Ubergang nicht immer stetig.

(Trapez— und Simpsonregel)
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Berechnen Sie Naherungen fiir die beiden folgenden bestimmten Integrale mit der Trapez—
bzw. der Simpsonregel und vergleichen Sie mit den exakten Werten:

2 2
/ e** sin 3z dx, / —— dz.
0 o x*+4

a) Die Trapezregel liefert

T::%%EU%+&sm6)%—J&26“.

wéahrend man mit der Simpsonregel

2-0
S = T(O—1—4625ir134—643in6) ~ —3,69...

erhélt. In diesem speziellen Fall liefert die Trapezregel eine bessere Néherung. Der
exakte Werte ist ndmlich

2 1 2 3 2
/ e sin3r dr = [—62” sin 33:} - = / €2 cos 3x dx
0 2 2 Jo

0

1 3 2 9 [?
[—6235 sin 3z — ~e?* cos 3:10] - - / e sin 3z dx
2 4 o 4/

also
2

2
2
/ e* sin 3z dx = [—62"” sin 3x — 3623: cos Sx} ~—14,21...
0 13 13 0

b) Trapezregel:

2-0,2 2

T J— —) = - =
5 (;T5) =707
Simpsonregel:
2—-0,2 2 2 47 =
S=—(-4+4-+-)=—~0,783.
6 <4 * 5 * 8) 60 ’

Der exakte Wert ist

2 2 12 7
/0 $2+4d:ﬂ:[arctan§] :Zz0,7854...,

so dass die Simpsonregel hier genauer ist.
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Hausiibung

H7 (Lineare Interpolation in 2D )
Gegeben sei eine Funktion f(z,y) = 22+y? und das Dreieck mit den Ecken (0, 0), (2,0), (1, ¢)
fiir e > 0.

19

(0,0 (2,0)

a) Interpolieren Sie die Funktion f durch eine (affin) lineare Funktion I.(z,y) = ax +
by 4+ ¢, wobei die Stiitzstellen gleich den Ecken des Dreiecks sind.

b) Berechnen Sie den Fehler ||V f(1,0) — Vi.(1,0)||. Wie verhélt sich der Fehler fiir
¢ — 07 Vergleichen Sie dies mit der Fehlerabschéitzung aus Satz 1.4.2.

a) Der Interpoland ist von der Form
le(z,y) = a+ bx + cy.
Die Interpolationsbedingungen liefern das Gleichungssystem:

0= f(0,0) =1.(0,0) = & a0
4:f( 0) = (2, 0)—a+2b L p=2
1+€ = (178) (175):a—|—b—|—cg N 026271

£

Daraus folgt
2 _

1
Y.

Vi (e,y) - Vi(z,y) = (Z) - (i)

g2 —1

I (2, y) = 20 +

b) Es ist

Daraus folgt

IVf(1,0) = VI(1,0)]| =

‘—>oofi1're—>0.

H&8 (Transformation des Integrationsbereichs)

Gegeben sei die Quadratur-Formel

[ swe =2 (s var (5) s (5) + ).

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Quadratur-Formel eine Ndherung fiir das Integral

4
1

/ —dzx.
3 T
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Mit Hilfe der Substitution y =2x — 7 < x = %y + % transformieren wir das Integral

Damit erhélt man die Niaherung

4

1 12/ 1 1 1 | 1/1 9 9 1

Sdrm == 3 3 — o=+ 24242 ~0.2876893
/3:1;‘76 28<—l+1+ Izt %+g+§+g> 8(3+10+11+4>

H9 (Numerische Quadratur)

Schreiben Sie zwei Funktionen fiir die numerische Quadratur, die die zusammengesetzte
Trapezregel bzw. die zusammengesetzte Simpson-Regel implementieren. Als Eingabe sol-
len die Intervallgrenzen a und b und die Anzahl n der dquidistanten Knoten iibergeben
werden.

Testen Sie die Programme an den bestimmten Integralen

™ 1
1
/ sinx dr, und / —— dx
0 1 1072 4 22

Lassen Sie n variieren und zeichnen Sie Diagramme fiir den Fehler der beiden Verfahren.
Wie grofl miisste n in den beiden Féllen jeweils sein, um einen vorgegebenen absoluten
Fehler von maximal ¢ = 107® bei der Trapez— bzw. Simpson-Regel zu gewihrleisten?
Wie oft muss dabei der Integrand ausgewertet werden?

Wenden Sie die Trapezregel auch auf das Integral

27
/ sin(25z)? dx
0

an. Was beobachten Sie?

Fehler bei der summierten Trapezregel: b;—;hQ ()

Fehler bei der summierten Simpson-Regel: I’I_Tgh‘l FB(€)

Man erhiilt bei einer Fehlertoleranz von € = 1075 im Fall der Trapezregel die Bedingung

— )3
h< o 12e oder n > \/%
(b—a)llfll 12¢
Bei der Simpson-Regel ergibt sich analog
180¢ 1/ (b—a)® || f]]
h< @ ———— oder n> \/—"o
(b—a) || flls 180¢

Die Anzahl der Auswertungen des Integranden ist jeweils gleich der Anzahl der Knoten
d.h. gleich n + 1.
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a) Fiir die Sinus-Funktion ergeben sich die folgenden Schranken fiir n:

Trapezregel 1608
Simpson-Regel | 36

Vergleich von Trapez— und Simpson—Regel (Sinus)
T

— - Trapez =
I | — — Simpson )

absoluter Fehler
=
o
T

107%

1072 -
10

10" 10° 10

Schrittweite h

b) Im zweiten Fall sind die Schranken wiefolgt gegeben:

Trapezregel 115.470
Simpson-Regel | 1437

Die Ableitungen sind ndmlich

-2z —2_3,2
f@ =gy mp 0 =2 iy
1072 — 2 —4 —3..2 4
3 _ 4 _ 10~4—-10"3z° 45z
f( )(I') - 241; : (10_2 + 56'2)47 f( )(ZL') - 24 ) (10—2+$2)—~5_ 9

so dass sich die folgenden Maximalwerte ergeben:

17l = F(0) =2-10", ||/}l = /4(0) = 24- 10°.
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10*

Vergleich von Trapez- und Simpson—Regel (Nadel)
T T

absoluter Fehler

—-- Trapez
— — Simpson

Schrittweite h

10° 10

Bei dem dritten Integral liefert die Trapezregel ab n = T stets den exakten Wert m =

3.1415. ..

des Integrals. (Die Erklédrung fiir dieses Phéanomen liefert die spezielle Form

der McLaurin’schen Summenformel, die man bei diesem Integranden erhélt.)

| @n

3.0307e-30

2.2730e-30

3.1416

3.1416

1.8620e-28

3.1416

0| N | O | W N I

3.1416

3.1416

3.1416

3.1416

3.1416




