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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Grenzwerte von Funktionen)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte oder weisen Sie deren Nichtexistenz nach:

(a)
x2 —6x+8
lim ,
z—2 13 — 422 4+ 32+ 2

(b)

lim sin(27x).
Tr—0Q0

Aufgabe G2 (Geometrische Reihe)
Sei (ag)ken, eine Folge reeller Zahlen, und

n
Sp = Z af
k=0

fir alle n € Ny. Dann heift die Folge (s, )nen, eine (unendliche) Reihe. Fiir diese Reihe schreibt

o
man auch > ag. Die aj heifen Glieder der Reihe, die s, heifen Partialsummen.
k=0

oo
Gegeben ist die geometrische Reihe > qF.
k=0

(a) Zeigen Sie per Induktion, dass
n+1

1 .
flir ¢ #£ 1
s —E = q—1 ’
n q {n+1 .

firg=1.

o
(b) Beweisen Sie die Konvergenz von Y. ¢* fiir |¢| < 1 und die Divergenz fiir |¢| > 1.

Aufgabe G3 (Stetigkeit)
(a) Sei f: D — R eine Funktion und a € D. Zeigen Sie, dass f genau dann stetig in a ist, wenn

lim, o+ f(z) = lim, - f((L') = f(a)



(b) Sei f:R\ {0} — R gegeben mit

f(z) = 2% sin <l>

X

Wie kénnte man f an der Stelle 29 = 0 definieren, sodass die entstehende Funktion f stetig
ist?
Hinweis: Die so entstehende Funktion f ist eine stetige Fortsetzung der Funktion

s 1
— 72 . 9] —
f=x s1n<x), xz € R\ {0}
im Punkt 0 (vgl. Definition I11.3.17).

Aufgabe G4 (Haufungspunkte)
Bestimmen Sie fiir die untenstehenden Folgen alle Grenzwerte (sofern sie existieren) und alle
Héaufungspunkte der Mengen M = {a, : n € N}.

(a) a, =1 fiir allen € N

(b) an = (—1)" fir alle n € N
() ap = (—1)" + L fiir allen € N
(d) a, =nV" fiir alle n € N.
Hausiibung
(In der nichsten Ubung abzugeben.)
Aufgabe H1 (Polynome als stetige Funktionen) (14141 Punkte)

Gegeben sei das Polynom P mit
P(x) = 2° 4+ 22% — 22 — 2

und das abgeschlossene Intervall I = [—2,2].

(a) 1. Ist P stetig auf I?
ii. Ist P auf I beschrankt?

iii. Besitzt P auf I ein Maximum bzw. ein Minimum?
(b) Berechnen Sie P(—2) und P(2) mit dem Hornerschema.

(c) 1. Zeigen Sie, dass P in [—2,2] mindestens eine Nullstelle besitzt.

ii. Begriinden Sie, dass die Gleichung P(z) = —1 mindestens eine Losung zg € [0, 1] besitzt.

Aufgabe H2 (Stetigkeit und Beschrinktheit) (1414 4+ 11 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion gleichméRig stetig ist.
Zur Erinnerung: fiir D C R heiftt eine Funktion f : D — R Lipschitz-stetig, falls eine Kon-
stante L > 0 existiert, so dass |f(z) — f(y)| < L|z — y| ist fiir alle z,y € D.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion g : [0,1] — R, = +— /x gleichméfig stetig aber nicht Lipschitz-
stetig ist.

(c) Seien D C R und f: D — R stetig in einem Punkte x € D. Zeigen Sie, dass es ein Intervall
U = (a,b) mit x € U gibt, so dass f : U N D — R beschréinkt ist.



Aufgabe H3 (Stetigkeit)
(a) Sei f: D —R, D :]%, oo[ gegeben durch

5+ tan (rz) =z €]3,1]
fl@)=<a?+22+2 x€ll,3

i x € [3,00].
Fiir welche x € D ist f stetig?

(b) In welchen Punkten ist die Funktion f : R — R mit

fz) =

Pi:h—lo
IV IA A

0
r< L neN\{1}
1.

838

stetig?
Hinweis: Skizzieren Sie den Funktionsverlauf.

(11 + 11 Punkte)



