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Hohere Mathematik Il
Probeklausur mit Lésungshinweisen

Bitte alle Blitter mit Namen versehen, Name:
'fortl.aufe?nd numerieren und am Schluss Vorname-
in die einmal gefalteten Aufgabenblitter

legen. Alle Ergebnisse sind zu begriin- Matr-Nr.:
den. Insbesondere werden Losungswege Fachrichtung:

bewertet.
| Aufgabe [ I | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |Gesamt| Note |
mogl. Punktzahl | 10 10 10 10 10 10 60

err. Punktzahl

e Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten.
e Alle Blditter diirfen nur einseitig beschrieben werden.
o Losungsschritte und Teilergebnisse sind ausreichend zu begriinden.

e Alle Ergebnisse/Siitze, die nicht Inhalt der Vorlesung waren, miissen
begriindet werden!

o Als schriftliche Aufzeichnungen sind 4 handschriftliche DIN A4-
Seiten zugelassen. Diese sind zu nummerieren und mit dem Namen
Zu versehen.

e Sonstige Hilfsmittel sind nicht erlaubt.
e Mobiltelefone sind ausgeschaltet in einer Tasche zu verstauen.
e Viel Erfolg!



(1) (10 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Kreuzen Sie bitte
nur die richtigen Aussagen an. Pro Teilaufgabe konnen Sie maximal 5 Punkte erhalten,
wenn alle fiinf Késtchen richtig beantwortet sind. Fiir jede falsche Antwort erhalten Sie

einen Punkt Abzug. Sie konnen minimal O Punkte erhalten.

(a) Sei f:R?> — R eine stetig differenzierbare Funktion.

[ ] gradf (xo,y0) = (0,0) = f hat ein Maximum in (xo,yo)-
[ ] gradf (xo,y0) = (0,0) = £ hat ein Minimum in (xg,yo).
2 . . . .
(] gradf (xo,y0) = (0,0), 37]; (x0,y0) > 0 = f hat ein Minimum in (xg, yo).
[XI f hat eine Extremstelle in (xq,yo) = gradf (xo,yo) = (0,0).

2 2
[ f hat ein Maximum in (xo,30) = 54 (x0,y0) < 0, 54 (x0,50) < 0.

(b) Betrachten Sie das Gleichungssystem

x+2z =1,
x+3y—z =1,
xX—z =0.

Welche der folgenden Mengen ist die Losungsmenge des Systems:

(2) (10 Punkte)
Sei f(x,y) = x> +y? —2x,/3, x ER,y > 0.

(a) Berechnen Sie den Gradienten V f. )
(b) Berechnen Sie die Hessematrix H (f; (x,y)) von f. (2)
(c) Geben Sie alle lokalen Extrema von f in R?\ {(0,0)} an. (3)
(d) Bestimmen Sie die Art aller lokalen Extrempunkte von f . 3)

LOSUNG:



(a) Es gilt % =2x—2,/yund ‘3—5 =2y— % Damit ist der Gradient von f
Vi(x,y) = <2x— 2./y,2y —x\/y_l) )

(b) Die zweiten Ableitungen sind

9% f o f -1
ErR it e O
2*f 1 3 9*f 1

Die Hessematrix ist
2 — y_1
H(f:(x.y)) = L)
=Y 245xy 2

(¢) Aus der Gleichung Vf = (0,0) folgt 2x—2,/y =0 = x = ,/y und 2y — x\/i_l =0
= y% = 5. Es folgt das y% = %\/E = Entweder ist y = x = 0 (aber das ist nic?t erlaubt)
oder y = § und x = % Es folgt, dass f genau einen kritischen Punkte in R\ {(0,0)}

hat:
P—(l 1)
V2'2)°

(d) Die Hessematrix in diesem Punkte P ist

11 2 -5
() g
V2'2 —75 2+3

Die zugehorige quadratische Form ist

o8}

[\
N

Q(x,y) = 222 —V2xy+3y°

1 3
= 2{)62— ﬁxij Eyz}

() )
= 2{(x—2%/§y>2+%y2}

also ist die Hesematrix positiv definit, somit ist der Punkt P ein Minimum.



( 3) (10 Punkte)
Sei f: R? — R3 das Vektorfeld

f(r6,z)= (rcos2 6, rtan 9,z2) )

(a) Berechnen Sie die Jacobimatrix J (f;(r,0,z)) fir f. (7)
(b) Berechnen Sie die Determinante von J (f;(r, 6,z)). (3)
LOSUNG:
Es gilt
d d
a—];l:cosze, %—Q:—Zrcosesine, (9_];120’
a1 of df
W:tanﬂ, a—g:ﬁ, a—Z:O,
9f3 dfs 9/
ar 0 76 =0, Jz ¢

Es folgt, dass die Jacobimatrix ist

cos2® —2rsinBcos® 0
J(f;(r0,2)) = | tan® 70 0
0 0 2z

Die Determinante ist

cos2® —2rsinBcos® 0

2 _ .
tan 0 L 0| = 24 99 2r 51nr9 cos 0 ‘
0 0 27 tan cos2 6
= 2 <0052 6 - r2 +2rsin 6 cos 0 tan 9)
cos- 0
= 2z (r+2rsin26)
= 2rz(1+2sin*9).

(4) (10 Punkte)

Finden Sie heraus, welche von folgenden Vektorfelder in R? ein Potential besitzen und
geben Sie dies in diesen Fillen an:

@ f(xy)=(*—yy—x), (xy) €R% 3)



®) glry) = (75 m57) . (3) €RA{(0,0)}, )

(©) h(x,y) = (xe*,ye™), (x,y) € R% (3)
LOSUNG:
(a) Es gilt = af L=—1= %—{f und R? ist sternformig. Deswegen gibt es ein Potential ¢.

Dieses muss %—‘P =x*—yund a—(P = y—xerfiillen. Es folgt, dass ¢ (x,y) = %x3 —xy+c(y)

und dann bekommt man ‘3"’ =-—x+dy)=y—x=>0)=y=>c@)= %y2+c und
das Potential fiir f ist

1
—x —xy+—y2+c

wobei c¢ eine beliebige Konstant ist.

(b) Hier ist das Gebiet nicht sternférmig, deswegen proberien wir es direkt mit der An-
nahme, dass ein Potential y existiert. Dann gilt aa—x = ;ﬁﬁ = y(x,y)= %ln (¥ +y%) +

d
c(y) aber al)l,/ = x2+y2 +c () =

2 el Es folgt, dass

1
Y (x,y) = 5 In (x* +7%)
ein Potential fiir g in dem Gebiet R\ {(0,0)} ist.
(c) Es gilt %—hyl = x%¢" und % =2V £ %—hyl somit gibt es kein Potential.
(5) (10 Punkte)
Sei f(t) = %(t— 1)% Berechnen Sie die Linge der Kurve 7 : [1,4] — R? die durch
y(t) = (¢, f (t)) definiert wird.

LOSUNG:
Es gilt f'(t) =i —Lund |7(t)] = \/1+|f" (t)]* = V1 +1—1 = /1. Es folgt, dass die
Linge der Kurve y

4

l—/\y V| dr = /\/—dt [ i}lzg(s—l):g—“m.

( 6) (10 Punkte)
Sei by = (1,0,0,0)", b, = (0,1,1,1)", b3 = (0,1,1,0)" .



(a) Zeigen Sie, dass by, b;,b3 linear unabhéngig sind. 3)

(b) Ist {b1,by,b3} eine Basis fiir R*? Falls nicht, geben Sie noch einen Vektor b4 an,
so dass {by,by,b3,bs} eine Basis fiir R* ist. 3)

(c) Geben Sei eine beliebige lineare Abbildung ¢ : R* — R* an, die den Vektor b; auf
b, abbildet. Geben Sie die darstellende Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis
an. “4)

LOSUNG:

(a) Man stell einfach die Matrix auf, die die Vektoren als Zeilen habt und fiihrt dann
diese Matrix mit Hilfe des Gaussverfahren in die Driecksform iiber.

1000 100 0
01 11| ~mnom-m~l01T11
0110 000 —1

Da diese Matrix Rang 3 hat, sind die Vektoren linear unabhingig.

(b) Da die Dimension von R?* vier ist und die Vektoren {b1,b3,b3} nur drei sind konnen
diese keine Basis sein. Ein vierter linear unabhingiger Vektor ist z.B. b4 = (0,0,1,0)
(sieht man einfach aus der Driecksmatrix oben). Dann sind {by,by,b3,b4} vier linear
unabhiingige Vektoren in R* und bilden deswegen eine Basis fiir den R*.

(c) Weil by = e; und somit der erste Basisvektor in der Standardbasis ist, wissen wir,
dass @ (e1) = by, d.h. in der darstellenden Matrix fiir ¢ ist die erste Spalte einfach b;.
Der Rest ist beliebig. D.h. die darstellende Matrix ist z.B.

— = = O
oS O O O
o O O O
o O OO



