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Teil 1: Aussagenlogik, AL

Gegenstandsbereich: Verkniipfungen elementarer

Aussagen mittels Boolescher logischer Verkniipfungen.

Boolesche Verkniipfungen (Junktoren): -, A, V, —, ...

Formalisierung komplexerer Eigenschaften
Wahrheitsfunktionale Semantik

Korrekte und vollstindige Beweiskalkiile
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Syntax der Aussagenlogik AL
Symbole der Sprache: Wahrheitswerte: 0, 1;

Aussagenvariablen p,q,7,...,p1,p2,...;
Logische Verkniipfungen: —, A, V,...; Hilfssymbole: ().

Aussagenlogische Formeln: AL(V), die Menge der
AL-Formeln iber einer AL-Variablenmenge V), wird induktiv

erzeugt:

atomare Formeln: 0, 1, p in AL(V) (wobei p € V).

Negation: fiir o € AL(V) ist auch —p € AL(V).

Konjunktion: fir p,9 € AL(V) ist auch (¢ A ) € AL(V).
(

Disjunktion: fiir p,9 € AL(V) ist auch (¢ V ¢) € AL(V).
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Weitere Junktoren (offiziell als Abkiirzungen)

zB.  (p—=v) = (mpV),
(p=p) = (e A-Y)V(eAD)).
Meistens: abzahlbar unendlich viele Variablen
Y = {pit 1> 1}.
Manchmal auch endliche Variablenmenge

Vo ={pi: 1 <i< n}.
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Semantik der Aussagenlogik AL

Interpretationen: von Belegungen der AL-Variablen zu
Wahrheitswerten fiir AL-Formeln B = {0, 1}.

V-Interpretation (Belegung): J:V — B

p +— J(p)

y

_ _ “wahr” wenn J(p) = 1,
J interpretiert p als <

“falsch”  wenn J(p) =

\
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Definition der Semantik von komplexen Formeln

liber geg. V-Interpretation J:
Wahrheitswertfunktion  7: AL(V) — B

o — @’

induktiv iiber den Aufbau der Formeln ¢ € AL(V) definiert bzgl.

einer V-Interpretation J :

atomare Formeln:
Negation:
Konjunktion:

Disjunktion:
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Modellbegrift

3 erfiillt ¢ gdw. ©” = 1.

Schreibweise: J = .
Sprechweisen: 7J erfiillt o,
J ist Modell von o,

@ ist wahr unter J.

Fiir Formelmengen & C AL(V) entsprechend:

JE @ gdw. J = ¢ fiir alle ¢ € ©.

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Semantik und Wahrheitstafeln

Fiir o € AL,, schreiben wir auch ¢ = ©(p1,...,pn)

fir (b1,...,b,) € B” sei
(
@ fiir Interpretation J

@[bl,...,bn] =

mit (J(pi) = bi)i=1...n

\

der Wahrheitswert von ¢ auf (by,...,by,).
Wahrheitstafeln: die Wertetabelle der Funktion

— R
(bl,... — gp[bl,...,bn]

bestimmt die Semantik von ¢ vollstandig!
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p|4q9|P—(q

plq|pPVg

Pla|pPANg
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Grundlegende semantische Begriffe

Folgerungsbeziehung fiir ¢, € AL(V)

© =,
In Worten

,,y folgt aus ",

ist definiert als: fiir alle V-Interpretationen J gilt:
TEe =T

Entsprechend @ = ¢ fiir Formelmengen &.
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Allgemeingiiltigkeit:

@ € AL(V) ist allgemeingiiltig (in Zeichen: = ), wenn fiir
alle V-Interpretationen J gilt:

J = .

Beispiele
pEeVY, EeVop, oE(@AY)V (e AY).

Logische Aquivalenz:

@, € AL(V) logisch dquivalent (in Zeichen: ¢ = 1)), wenn
fir alle V-Interpretationen J gilt:

JE @ gdw. J E .

Schreibweise: ¢ = 1.
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Samtlich dquivalent: ¢ = v
=
P EYund Y |= o

Beispiele (vgl. Identitdten in Booleschen Algebren)

SS 2009

—l—lpEp, p\/OEp, p/\OEO,
pVq=qVp, (pVqoVr=pV(gVr), ...
(pVaq)=—-(—pA—q), (PANq)=—(-pV —q)

pVgAr)=(@Vqg A(pVr),

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Erfiillbarkeit

¢ € AL(V) ist erfiillbar, wenn es mindestens eine
V-Interpretation J gibt mit J = ¢.
Analog fiir Formelmengen @ C AL:

¢ erfiillbar, wenn J = @ fiir mindestens ein 7.

@ erfiillbar gdw. = nicht allgemeingiiltig.
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Zentrale Rolle der Erfiillbarkeit (SAT)

gdw.
gdw.
gdw.

=1 gdw.

- nicht erfillbar.
© A\ = nicht erfiillbar.
@ U {—} nicht erfiillbar.

weder ¢ A =1 noch —p A 1 erfiillbar.

Satz: SAT(AL) = {¢ € AL: g erfiillbar } ist entscheidbar.

Beweis: Teste alle endlich vielen Belegungen der AL-Variablen.

Genauer: bei n Aussagenvariablen sind 2"-viele Belegungen zu

betrachten.

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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AL und Boolesche Funktionen

B,, die Menge aller n-stelligen Booleschen Funktionen
f:B* — B
(b1,...,bp) ——  f(by,...
fiir o € ALy: fo : B B
(b1,...,bn) ©lb1, ...

Bemerkung: f,=/f;, gdw. o=
Also: AL, /E — B, injektiv!

[90]5 — fgo
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Fragen

e Wieviele n-stellige Boolesche Funktionen gibt es, d.h. was
ist die Kardinalitat von B,,?

e Ist jedes f € B,, durch eine AL-Formel o € AL,, darstellbar,
d.h. ist [¢]—= —— f, surjektiv?

Die Antwort auf die erste Frage ist einfach: |B,| = 2%".

Die zweite Frage ist schwieriger zu beantworten.
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Disjunktive und konjunktive Normalformen

Nomenklatur: p bzw. —p (fiir p € V) heien Literale
Disjunktionen von Konjunktionen von Literalen: DNF-Formeln

Konjunktionen von Disjunktionen von Literalen: KNF-Formeln

Konvention: auch leere Disjunktionen/Konjunktionen zul3ssig,

wobei \/ ) =0 und A0 = 1.

Satz (Funktionale Vollstindigkeit): Zu jeder Funktion
f € B, existiert eine DNF-Formel ¢ € AL,, mit f = f,.

Korollar: Zu jedem ¢ € AL, existieren:
DNF-Formel ¢ € AL,, mit v1 = ¢ und KNF-Formel 5 € AL,

mit 9 = .
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Dualitit von Konjunktion und Disjunktion

Niitzliche Umformungen/Rechenregeln:

_‘(901 VAN QOQ) = Y1 \V4 —1(P9

verallgemeinert zu

S(A\ @) =\/ &, wobei & := {~p: p € B},

Analog:

ﬁ(\/d5) = /\@ﬁ.
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Fiir KNF «—— DNF (modulo Streichung doppelter Negationen):

wobei C'1,...,Ck (endl.) Mengen von Literalen.
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Beispiel fiir exponentiellen “blow-up”
Om = Cm(D1,- - Doam) = Nioq 7 (P21 < D2i) € ALy,
e ,, hat genau 2™ erfiillende Interpretationen in B?™, und:

e KNF von Lange ~ m (linear in m):

em = N2y ((qu;—l V pa2i) A (mp2i—1 V ﬁp%))

e DNF in Lange ~ 2m2™ (exponentiell in m):

O = \/{gpb: b € B*", o,,[b] = 1}

(

_ keine kiirzeren Disjunktionsglieder!
e keine kiirzere DNF: <

keine redundanten Disjunktionsglieder!
\
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Vollstiandige Systeme von Junktoren

Satz: Fiir n > 1 ist jede Funktion in B,, darstellbar durch eine

AL,-Formeln, die nur die Junktoren = und A (nur — und V)

benutzt.
Beweis: Starte mit Formel in KNF/DNF und eliminiere V oder A
mit o1V 2 = 2(mp1 A 7p2), o1 A g = (71 V ).

Systeme von Junktoren (Booleschen Funktionen) mit dieser
Eigenschaft heien vollsténdig.
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Beispiele vollstindiger Systeme

e | mit der Definition p | qg:= —=(pAq) (NAND; ,,Sheffer
stroke” ): benutze z.B.: =p =p | p;
pAg=-(plg=@l9 ||

e — zusammen mit O : benutze z.B.: -p=p — 0;

pVg=-p—q=(p—0) —q.

Nicht vollstindig sind z.B.: {A,V} (Monotonie);
{—1 (0 € B, nicht darstellbar).

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Aussagenlogischer Kompaktheitssatz
(Endlichkeitssatz)

Theorem: Eine beliebige Formelmenge @ ist genau dann

erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge &y C @ erfiillbar ist.

Aquivalente Formulierung:
® = ¢ gdw. @y = 1 fiir ein endliches &g C &

(wobei @ C AL, € AL).

Korollar: Unerfiillbarkeit einer unendlichen Formelmenge lasst

sich durch ein endliches Zertifikat nachweisen.
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Beweis des Kompaktheitssatzes
Abzahlbarer Fall: @ C AL(V), V ={p;: i > 1}
Sei jedes endliche @7 C @ erfiillbar.
Konstruiere induktiv Jg, J1,J2, ... so, dass:

e J,, eine V,-Interpretation.

e J,11 vertraglich mit J,,: J,11(pi) = Tn(p;) fur 1 <7 < n.

e alle endlichen &y C @ erfiillbar durch mit J,, vertragliche J.

Dann ist J = @ fiir die Interpretation
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Ubergang von J,, zu J,.1

Nach Voraussetzung ist jedes endliche @3 mit einer mit J,,

vertriglichen Interpretation J erfiillbar. Sei J) ,; (bzw. J},_ ;) die

Fortsetzung von J,, mit 3,1 (pn41) = 0 (bzw. T4 (pnt1) = 1).
Annahme: fiir ¢ € {0, 1} existiert endliches * C &, das von keiner
mit J%_ ; vertraglichen Interpretation erfiillt wird. Dann wird

dY U @' von keiner mit J,, vertriglichen Interpretation erfiillt.

Widerspruch!

Beweisprinzip: Lemma von Konig, d.h. jeder unendliche endlich

verzweigte Baum hat einen unendlichen Pfaden.
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Konsequenzen des Kompaktheitssatzes

e Lemma von Konig.

e Ein Graph ist genau dann k-farbbar, wenn jeder endliche
Teilgraph k-farbbar ist.

e Ein endliches Domino-System erlaubt genau dann eine
Parkettierung der Ebene, wenn sich beliebig groBBe endliche
Quadrate parkettieren lassen.
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Logikkalkiile: Deduktion und Refutation

Logikkalkiile: syntaktische Definition formaler Beweise.

Formale Beweise: syntaktische Zeichenketten, einfach

nachpriifbaren syntaktischen Regeln aufgebaut (Regelsystem:
Kalkiil).

Ableitung: Erzeugung von (regelkonformen) formalen Beweisen.

Korrespondenz mit Semantik:

e Korrektheit: nur semantisch korrekte Sachverhalte sind

formal beweisbar.

e Vollstidndigkeit: jeder semantisch korrekte Sachverhalt ist

formal beweisbar.

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Typen von vollstiandigen Kalkiilen

e Deduktionskalkiile fiir alle allgemeingiiltigen AL-Formeln:
Hilbert-Systeme, Sequenzenkalkiil.

e Widerlegungskalkiil fiir alle unerfiillbaren KNF-Formeln.
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Hilbertkalkiile

Hilbertkalkiile werden durch Angabe von Axiomen und
Schlussregeln bestimmt. Beweise sind endliche Baume, deren
Blatter Axiome und deren Knoten Regelanwendungen sind. Die

Wurzel ist die bewiesene Aussage.

Beispiel (Shoenfield 1967) (fiir das System —, V):

Axiome: alle Aussagen der Form —p V ¢

Regeln: —2—. £V PV(PVX) eV, DV
CVe? o 0 (VY)Y YVx o

® 1 (,,D beweist ¢"), falls es einen Beweisbaum gibt, dessen

Blatter Axiome oder Aussagen in @ sind und dessen Wurzel 9 ist.
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KNF in Klauselform

KNF: Konjunktionen von Disjunktionen von Literalen.

Notation: L fiir Literal; L fiir komplementires Literal; L = —L.

Klauseln C': endliche Menge von Literalen. C'={Ly,..., Ly}
steht dabei fir \/C' =Ly V...V L.

Bemerkung:
e [ steht fiir die leere Klausel.
e O=\/0=0.

Klauselmengen (endlich): K = {C4,...,Cy} steht fir
ANK=CiN...NCy

Bemerkung: A0 = 1.
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endliche Klauselmengen

Y
(a4

KNF-Formeln

Resolutionskalkiil arbeitet mit KNF in Klauselform

Ableitungsziel: Nachweis der Unerfiillbarkeit einer geg. Klausel-

menge durch Ableitung der leeren Klausel O

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Resolution
Beobachtungen:
e L. L cC = C =1 allgemeingiiltig.
e ('=1= K=K\ {C}.
e 0c K = K =0 unerfiillbar.

Resolventen:

L e Cl,f c(y = {01,02} = {01,02,0},

C'=(C1\{L}) U(C2\{L})

\ - J/
V

Resolvente
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Baumdarstellung

Cp=AH.. Co={..

\/

= (C1\ {L}) U (C2\ {L})

Beisplel.
p,—q, T} {p,q,5,t}

N

{p, 7,8, t}
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Beweise im Resolutionskakiil 1
Ableitungsbaum fiir O :
e Knoten mit Klauseln beschriftet

e [ an der Wurzel

Resolventen an binaren Verzweigungen

Klauseln aus K an den Blattern.
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Beweise im Resolutionskalkiil 11

Resolutionslemma:

Seien C'1,Cy € K, C Resolvente von C'; und Cy. Dann ist
K=KU{C} (also K = C).

Res(K) und Res™(K):

Res(K) := K U{C: C Resolvente von Klauseln in K }.

Definition: Eine Klausel C' heit (im Resolutionskalkiil)
ableitbar aus K, gdw. C' € Res--- Res(K) fiir ein n € N.

n-mal

Res*(K): die Menge aller aus K ableitbaren Klauseln.

Prof. Dr. U. Kohlenbach 38



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Korrektheit und Vollstandigkeit des
Resolutionskalkiils

Korrektheit: O € Res*(K) = K = 0 unerfiillbar.

(Diese Aussage folgt sofort aus dem Resolutionslemma)

Vollsténdigkeit: K unerfiillbar = O € Res™(K).
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Beweis der Vollstandigkeit
Z.z.: K iiber V,, ={p1,...,pn} unerfiillbar = 0O € Res™(K).

Beweis durch Induktion iuber n.

Induktionsschritt von n nach n + 1

Aus K = {C4,...,Cy} lber V, 11 gewinne Ky und K, liber V,:
Ky : setze py+1 := 0 und vereinfache (streiche p, 11 aus allen
Klauseln und streiche alle Klauseln, die —p,, 11 enthalten).

K1 : analog mit pp4q1 := 1.
K unerfiillbar = Ky und Ky unerfillbar

= 0O € Res™(Kp) und O € Res™(K1).
Dann ist O € Res*(K) oder {pn+1},{—Pn+1} € Res™(K)

und somit ebenfalls O € Res*(K).
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Resolutionsalgorithmus

Eingabe: K [Klauselmenge, endlich]

R =K

WHILE (Res(R) # Rand O ¢ R) DO R := Res(R) OD
IF O € R THEN output “unerfiillbar”

ELSE output “erfiillbar”
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Hornklauseln

e Interessanter Spezialfall fiir KI Anwendungen
(Datenbanken),

o AL-HORN-SAT-Problem effizient entscheidbar,
e logische Programmierung (Prolog: FO Horn-Formeln)

Definition: Hornklauseln sind Klauseln mit hochstens einem

positiven Literal.

Beispiel: C = {—q1,...,7¢r,q} = (q1 ANAA qr) — q;
auch O ist Hornklausel.

Spezialfille: C' besteht nur aus positivem Literal: positiv.

C' ohne positive Literale: negativ.
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Beobachtungen

e Mengen von negativen Hornklauseln trivial erfiillbar (p; — 0).

e Mengen von nicht-negativen Hornklauseln besitzen eindeutige

minimale erfiillende Interpretationen.
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Effizienter Horn-Erfiillbarkeitstest: Grundidee

H Hornklauselmenge; H~ C H negative Klauseln in H

Hy := H \ H™ nicht negative Klauseln

1. Schritt: Berechne minimale Interpretation Jy = Hy.

2. Schritt: Priife, ob Jg = H ™.

Korrektheit:

Prof. Dr. U. Kohlenbach 44



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Sequenzenkalkiil (G. Gentzen 1935)

Sequenzen
' = A, wobei I') A endliche ungeordnete Listen (,,Multisets”) von
AL-Formeln sind. Auch: T'; A oder I', A).

Bedeutung vonI'F A: AT — VV A.

Also: Liste links von = (Antezendent): Konjunktion von
Voraussetzungen. Liste rechts von - (Sukzedent): Disjunktion

moglicher Konsequenzen.

Somit:

[' - A allgemeingiiltig gdw. = AT'— \V A gdw. AT =V A.
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Sequenzenkalkiil (G. Gentzen 1935)

Erzeugung allgemeingiiltiger Sequenzen durch
Sequenzenregeln: neue Sequenzen aus bereits abgeleiteten

Sequenzen

Prémiss_en
Konklusion

Format:

A p

Beispiele: oder L
PES TloFAp T-pFA
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AL Sequenzenkalkiil SK

TpFap PEV)
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I'FA, ' A
I'EA pAY

ot A9
I'EA,jo— Y

%R)

Ubung: Zeige, dass (Ax) fiir beliebiges ¢ statt p ableitbar ist.

Korrektheitssatz: Jede ableitbare Sequenz ist allgemeingiiltig.

Beweis: Uberpriife, dass fiir alle Regeln gilt: sind die Pramissen

allgemeingiiltig, so auch die Konklusion.
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Bemerkung 1 (Abschwichungslemma): Ist I' F A mit
Beweistiefe n ableitbar, so auch I', TV - A, A'.

Beweis: Induktion tUber n.

Bemerkung 2 (Inversionslemma): Alle Regeln fiir =, V, A, —
sind auch von unten nach oben gelesen korrekt.

Genauer: Ist die Konklusion (mit Beweis der Tiefe n) herleitbar,

dann auch die Pramisse(n) (mit gleicher Tiefe).

Beweis: Induktion lber n.
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Bemerkung 3 (Kontraktionslemma):
Ist I', o, o F A (bzw. T'F A, ©, ©) beweisbar (mit Tiefe n), so
auch ', o = A (bzw. T'F A, p).

Beweis: Induktion tUber n.

Man kann die Kontraktionseigenschaft auch direkt in den Kalkiil

geben, indem man I'; A als Mengen (statt Multisets) nimmt.

Bemerkung: Obige Version des Sequenzenkalkiils wird in der
Literatur oft als G3c bezeichnet.

Siehe ‘A.S. Troelstra, H. Schwichtenberg: Basic Proof Theory.
Cambridge Tracts in Theoretical Computer Science 4, 2nd edition,

2000 fiir weitergehende Information.
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Beispiel einer Ableitung

Ableitung der allgemeingiiltigen Sequenz

pF(AQ Vg

(Ax)

(=R)
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Vollstandigkeit
Satz: Jede allgemeingiiltige Sequenz ist ableitbar.

Beweisidee: Systematische Beweissuche riickwarts: zu jeder

Formel in einer Konklusions-Sequenz existiert (genau) eine Regel

mit Pramissen, in der diese Formel abgebaut ist. In dem riickwarts

von der Zielsequenz generiertem Beweisbaum gilt:

Zielsequenz allgemeingiiltig < alle Sequenzen an den Blattern

sind allgemeingiiltig.
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Beispiel einer fehlschlagenden Beweissuche

(Ax) (Ax)
PFq
(AR) (AR)

(VL)
pVaEpAg
Die Interpretation liefert p +— 1; g +— 0 ein Gegenbeispiel.

Satz: Der AL Sequenzenkalkiil ist korrekt und vollstandig fiir die
Ableitung aller allgemeingiiltigen AL Sequenzen.
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Die Schnittregeln CUT

von SKT entsteht aus SK durch Hinzufgung der sogennanten
Schnittregel (CUT), die zum modus ponens korrespondiert:

I'EA o oA
I'EA '

(CUT)

Korrektheit nachpriifen!

Anwendung von modus ponens ‘schluckt’ Hilfsformel ¢ :

problematisch fiir (riickwarts-) Beweissuche.

CUT kann stets aus Beweisen eliminiert werden (auch
algorithmisch, Schnittelimination, G. Gentzen), was aber i.a.

zu einem exponentiellen Wachstum des Beweises fiihrt.
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Aus der Schnittregel folgen leicht die folgenden (ebenfalls

redundanten Regeln):

(Kontradiktion) 0

I',—p =9
'

(Widerspruch) Loyt
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Teil 2: Logik erster Stufe (Pradikatenlogik), FO

Gegenstandsbereich:

S-Strukturen

mit Belegungen fiir Element-Variablen

Ausdrucksmoglichkeiten:

atomare Aussagen liber Terme

Funktionen, Konstanten, Variablen

A,V,=  (wie in AL) aber zusitzlich

Quantifizierung V, 3 iiber Elemente
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Haupteigenschaften

Strukturierte Formalisierung komplexerer Eigenschaften: z.B.
(Vn e N) (3m € N) (m >n A (Fk € N)(2k = m)),

d.h. es gibt unendlich viele gerade Zahlen.
Modulare Semantik
Korrekte und vollstandige Beweiskalkiile

Die Menge der logisch wahren Satze ist nicht mehr
entscheidbar.

Schnittelimination im Sequenzenkalkiil noch moglich aber von

superexponentieller Komplexitat 2p|, wobei 2¢ := 2,

2n4+1 1= 2% und P die GroBe des gegebenen Beweises ist.
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FO-Sprachen (Signaturen)
Symbole:
x,Y,%,...,T1,2,T3,... Variablensymbole
c,d,e,... Konstantensymbole
f.aq,... Funktionssymbole
P,Q,R,... Relationssymbole
Signatur S:

Auswahl von Konstanten-, Funktions- und Relationssymbolen

N~

mit spezifizierten Stelligkeiten

Prof. Dr. U. Kohlenbach 58



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Strukturen zu Signatur S
S-Struktur:
A= (Act, ..., f4 ... ,RA ..
besteht aus: Tragermenge A # ()
fiir ¢ € S: ausgezeichnetes Element ¢ € A.
fiir n-st. f € S: n-st. Funktion fA4: A™ — A.

fiir n-st. R € S: n-st. Relation RA C A".

Beispiel: N = (N, +V, N <N oV V) zu S = {+,-,<,0,1}
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Beispiele
Wortstrukturen zu S = {<}U{P,: a € X}
w=ay...a, — W= {1,....n}hL <Y (PY)sex),
W=1(i,5):1<i<j<n},
PV = {i: a; = a}.

Graphen zu S = {FE}

G = (V,E9),
mit Knotenmenge V'

Kantenrelation E9 C V x V.
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Weitere Beispiele

Transitionssysteme zu S = {E,: a € ¥}

(3,Q,4) A= (Q,(E{)aex),
Ef ={(¢.¢): (¢,a,¢) € A}.

Relationale Datenbanken, . ..
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Terme
Variablen aus V := {x1,z9,...} bzw. V,, := {x1,..., 2, }.

Die Menge der S-Terme T'(S) einer Signatur S (iiber den
Variablen aus V) ist induktiv erzeugt durch:

x e T(S) fir x € V.
ceT(9) flirce S.
fti...t, € T(S) fir feS (n-st), ty,...,.t, € T(S).

T,(S) CT(S): S-Terme iiber Variablen aus V.

Speziell: Ty(.S) sind die geschlossenen Terme von S (= (), falls

kein Konstantensysmbol in S).
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Beispiele wohlgeformter S-Terme

S={f,c}, f2st: ¢ ffccec, fcfee, ..., x17, fric, ffrsces,

S={+,-,0,1}, +,- 2-st.. -+ 11 + +111,

+ - ++111z32q, ...

Konvention: Funktionsterme mit Klammern, 2-st. auch infix

((14+1)+1) - x3+z1) statt + -+ + 111lzgz
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Term-Strukturen und Herbrand-Strukturen
Eine S-Struktur 7 heiBt Term-Struktur, wenn gilt:
e T=T(S)=(T(S),...,cTW ... TS RTO) )
eccS: cf:=ceT(S).

e fcS (nst): f1:T(S)" — T(5)
(tl,...,tn) F— ftl...tn.

e keine Einschriankungen an RZ fir R € S.
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Falls S mindestens ein Konstantensymbol enthalt, kann man in

obiger Definition auch Ty(S) statt T'(.S) nehmen. Solche

Term-Strukturen heiBen auch Herbrand-Strukturen.

Prof. Dr. U. Kohlenbach 65



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Belegungen

Weisen den Variablensymbolen Elemente einer S-Struktur zu!

Belegung

iber S-Struktur A = (A,C'A, o A
gy — A

v — B(x)
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S-Interpretation:
S-Struktur + Belegung 7= (AB)

Semantik von Termen: induktiv liber T'(S) fiir gegebene
S-Interpretation J = (A, 3):

~

Interpretation von t € T(S): ¢’
e t =x (r €V Variable) :

e t=c (c €S Konstante) :
o t=ft;...t, (f €5, n-st.):
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Fiir jede S-Interpretation J = (A, ) ist die Abbildung

h:T(S) — A

t — tJ

ein Homomorphismus von 7 (S) nach A.

Speziell fiir Term-Strukturen: ¢t =t fiir t € Ty(.9).

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Die Syntax von FO(S5)
Induktive Definition der Menge der FO(S) Formeln:

e atomare Formeln: fir t1,t5 € T(S): t1=1t9 € FO(S).
fir R € S (n-st.), t1,...,t, € T(S): Rty...t, € FO(S).
e AL-Junktoren: fiir p, 1 € FO(S): - € FO(S).

(p V) € FO(S).
e Quantifizierung: fiir p € FO(S), z € V: Jxp € FO(S).
Ve € FO(S).

Logik ohne Gleichheit FO7” C FO: ohne Atome t; =t5.

(5)
(5)
(5)
(e A9) € FO(S).
(5)
(5)
(5)
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Syntax: freie und gebundene Variablen,
Quantorenrang

Freie Variablen
frei: FO(S) — P(V)
@ +—— frei(p) CV

induktiv: frei(yp) := var(yp) fiir atomare .

(—¢p) = frei(p).
frei(p A o) = frei(p V o) := frei(p) U frei(y).
frei(dzyp) = frei(Vap) := frei(v) \ {z}.

frei
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Satze

Variablen z, die unter den Skopus eines Quantors Vz, dx stehen,
werden durch diesen gebunden. Eine Variable x kann in einer

Formel sowohl frei wie auch gebunden vorkommen:

p(x) ANVr(z).

FO,(5) := {p € FO(Y): frei(y) C V,}.

Schreibweise: ¢(x1,...,xy) fir o € FO,(S).

Definition: Formeln ¢ ohne freie Variablen, d.h. ¢ € FOu(S),
heien Sitze.
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Bsp: frei(0 < fz) = {x}

frei(Ve —z = fz) =0
frei(0 < fx AVx—x = fx) = {z}
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Quantorenrang
qr: FO(S) — N, o+ qr(p) € N
induktiv: qr(y) = 0 fiir atomares .

qr(—¢p) := qr(ep).

(—
qr(p A ) = qr(e V ¢) 1= max(qr(e), qr(y)).
(

qr(Jze) = qr(Vze) = qr(e) + 1.
Misst die Quantorschachtelungstiefe!
Bsp: qr(0 < fx) =0
qr(Vzdy (z < y)) = 2
qr(3z (0 < fz) AVzdyz < y) = 2
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Semantik von FO(S)

Der Wahrheitswert ¢” von FO(S)-Formeln ¢ iiber
S-Interpretation J wird induktiv definiert:

atomare ¢:  (t; =t2)? =1 gdw. t{ = t3.

ty)? =1 gdw. (t7,...,t)) € R4

Negation:
Konjunktion:
Disjunktion:

Quantoren:
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Sprech- und Schreibweisen fiir 7 = 1: ¢ wahr unter J

J erfiillt ¢

J Modell von ¢

TEe
Belegungen und freie Variablen: Werte der Belegung
B(x) € A uber A nur relevant fiir x € frei(y).

Fiir Sitze o hangt daher fiir 3 = (A, 3) nur von A ab:

A= gdw. (A,[5) = ¢ fiir ein/alle S.
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Semantische Grundbegriffe

Analog zu AL:

Folgerungsbeziehung:

o= firalle Jgilt (3= = T 1),

Logische Aquivalenz: ¢ = :
Erfiillbarkeit: ¢ € SAT(FO) : es gibt J mit J

Allgemeingiiltigkeit: = ¢ : fiir alle J gilt J = .
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Aquivalent? e VaVyp(x,y) = VyVre(z,y) ?

o Vryp = —~dr—p ?
Erfiillbar? o VrdyRxy N —JdyVxRxy ?

o VaVy(Rxy N —Ryx) ?
o VaVy(Rxy <« ~Ryx) 7
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Substitution

Semantisch korrektes Einsetzen von Termen:

Gesucht: fir t € T(S) und p(z) € FO(S),
¢ = p(t/x) € FO(SY) so, dass:

TRy & Je—t)Ee

Warnung: Naives Ersetzen von x durch ¢ tut es nicht!
e beachte, dass = frei und gebunden auftreten kann.

e beachte, dass Variablen in ¢ nicht falschlich gebunden werden.
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Bedingung: t muss in ¢ frei fiir x sein, d.h. keine Variable in ¢

wird nach der Einsetzung in ¢ durch einen Quantor in ¢ gebunden.

Methode: Induktive Definition, die intern gebundene Variablen

so umbenennt, dass Konflikte vermieden werden.

Beispiel: p(x) = Vy (Eajy A Ela:ﬂEaJy)
o(fy/z) ="

Prof. Dr. U. Kohlenbach 79



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Negationsnormalform

Eine Formel ¢ € FO(S) ist in Negationsnormalform NNF,
wenn ¢ aus atomaren und negierten atomaren Formeln mit
A, V,d,V aufgebaut ist.

Satz: Zu jedem ¢ kann man explizit eine Formel ©* € NNF

konstruieren, die zu ¢ logisch aquivalent ist, d.h. ¢ = ©*.

Beweis: Ubungsaufgabe!
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Variationen: Spielsemantik
(model checking ¢ € NNF)

Spiel zwischen Verifizierer (V) und Falsifizierer (F') zu
o(x1,...,xy) € FOL(S) lber A.
Spielpositionen: (¢,a) € SF(p) x A"
Ziige in Position (1,a), a = (a1,...,0y):
Vv =11 Ny F am Zug
zieht nach (11,a) oder nach (12, a).
Y=Y Vs V am Zug
zieht nach (11, a) oder nach (s, a).
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v =Vax;9p9 F am Zug
zieht nach einem (g, a[z; — a]).
w — szwo V am Zug

zieht nach einem (g, a[z; — a;]).

Spiel-Ende in Positionen (v, a), v atomar oder negiert atomar.

Gewinner: 'V gewinnt in Endposition (¢,a), wenn A = ¢|a].
F gewinnt in Endposition (¢, a), wenn A - v|a].

Satz: A = ¢[a] < V hat Gewinnstrategie in Position (1, a).

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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FO ohne =: FO”

e In unserer Behandlung von FO: Gleichheit R := Bestandeteil
der Logik, d.h. spezielle Interpretion als mengentheoretische
ldentitat auf A in A.

e Alternativ: = ist nicht Bestandteil der Logik (FO7). Bei

Bedarf Behandlung von = als gewohnliches binares

Relationssymbol, dass die Gleichheitsaxiome erfiillt:
Reflexivitat, Symmetrie, Transitivitat, Kongruenzrelation bzgl.

aller anderen Relations- und Funktionssymbole.
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Reduktion von FO auf FO”

Idee: modelliere ‘=" durch interpretierte Relation ~ .

S :=SU{~}
Vertraglichkeitsbedingungen:
~ Kongruenzrelation bzgl. aller R, f € S.

Erhalte Modelle Ay mit echter Gleichheit als ~-Quotienten:
Ag = A/NA = (A/NA, e [C'A]N.A, . ,fA/NA, . ,RA/NA).

~-Aquivalenzklassen als Elemente.
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Erfiillbarkeit universeller Satze ohne Gleichheit in
Herbrand-Modellen

Voraussetzungen:
e S enthalte mindestens ein Konstantensymbol

e & C FO7(S): Menge von ‘="-freien reinen V-Sitzen

Herbrand-Strukturen H (Erinnerung):

o S-Termstruktur 7o(S) uber TH(S) (geschlossene S-Terme) als
Tragermenge.

e Interpretation geschlossener Terme durch sich selbst.

e Interpretation von R (n-st.) als Teilmenge von (T(.S5))".
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Herbrand-Strukturen, die Modell einer Satzmenge @, sind heiBen
auch Herbrand-Modell von .

Satz iiber Herbrand-Modelle:
& Menge ‘="-freier reiner V-Satze.
@ erfillbar < es existiert ein Herbrand-Modell

H = (7o(S), (R™)Res) = .

Beweisidee: “<": offensichtlich.
“=": geeignete Interpretationen R’ aus geg. Modell A = &

R™ = {(t1,... ,tn) € (To(S))™ : (t4,...,t}) € RAY}.
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Verfeinerungen

Sei ¢ :=Vx1,...,Tn0qf(T1,...,2n) € P (pqr quantorfrei).

Betrachte die Menge F(®) aller geschlossenen T (S)-Instanzen

quf(tl,...,tn) (tl,...,tn ETQ(S))
fur alle ¢ € .
Satz: @ hat ein Herbrand-Modell gdw. E(®) im

aussagenlogischen Sinne erfiillbar ist gdw. jede endliche Teilmenge

von F(®) im aussagenlogischen Sinne erfiillbar ist.
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Beweis: Zum Beweis der 1. Aquivalenz: ‘=" Sei H ein
Herbrand-Modell fiir @. Definiere auf

V= {pa o= R(tl, e ,tn),R cS (n—stell.),tl, oty € TO(S)}

2

1, fall
gy = 4 B alls H = «

0, falls H .

‘:" Sei J eine erfiillende Belegung. Definiere H durch

R™ = {1, tn) €T0(S) : I(PR(t,...tn)) = 1}

Bijektive Korrepondenz H «— 7
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Fir
o =Vr1... Ve, per(T1,...,2n) =VZpgr(x), £ quantorfrei
H="H(I):

HEe gdw. HE= @t firallet = (t1,...,t,) € To(S)"
gdw. T | o, r(t)AY fiir alle t = (t1,...,tn) € To(S)"

Erhalte ¢, (¢)*" € AL(V) aus ¢, (t) durch Ersetzen von
Atomen o« = R... durch AL-Variablen p, = ps....

Die 2. Aquivalenz folgt aus dem aussagenlogischen
Kompaktheitssatz.
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Satz von Herbrand (J. Herbrand 1930)

Satz von Herbrand: Sei ¢ = 3z ¢, r(z) ein reiner 3-Satz (d.h.
pqf ist quantorfrei) ohne Gleichheit '=". x = x1,...,z, ist ein

Tupel von Variablen. Dann gilt
= ¢ gdw. 3tq,... 1t
Statt Tp(S) geniigt es alle aus p-Material (plus Konstantensymbol

c, falls kein Konstantensymbol in ) bildbaren geschlossenen

Terme zu nehmen.
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Beweis des Satzes von Herbrand: —y ist logisch aquivalent
zu dem V-Satz Vx -, r(z). Wende nun den vorangegangenen
Satz auf @ := {Vz ~p,¢(z)} an. 0

Beispiel: Betrachte den logisch wahren Satz

Jz (P(z) V —P(f(x))).

Fiir die mit 1 := c und 2 := f(c) gebildete Disjunktion gilt

(P(c) v ~P(f(e))) V (P(£()) V ~P(f(f(c)))) € TAUT.
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Pranexe Normalform

Definition: Eine Formel ¢ € FO(S) ist in prianexer
Normalform (PNF), falls ¢ die folgende Gestalt hat:

90 — leil s Qkxzkquf
mit Q; € {V,3},k € N, ¢, ¢ quantorfrei.

Beispiele:

Jy(Exy ANVx(Eyx — x =1y)) JyVz (Exy AN(Byz — z = y))

JyVeExy V ~dyExy = dy;VyaVys (Ey2y1 V ﬁEil?y:s)
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Satz iiber PNF

Satz iiber die Pranexnormalform:

Jede FO-Formel ist logisch dquivalent zu einer Formel in PNF.
Beweis: Induktion iiber p € FO(S).

Bemerkung:

1) Die Pranexnormalform ist i.a. nicht eindeutig bestimmt.

2) Die Durchfiihrung der Pranexierung einer Formel erfordert i.a.

die Einfiihrung neuer Variablen durch Umbenennung

vorhandener Variablen.
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Skolemnormalform

Reine V-Formeln (Universell-prinexe Formeln) sind Formeln

der Gestalt Vz;, ... Vx;, o,r, wobei ¢, r quantorenfrei ist.

e nicht jede Formel ist logisch daquivalent

zu universell-pranexer Formel, z.B. ¢ = Vaxdy Exy

aber jede Formel ist erfiillbarkeitsdquivalent

zu einer geeigneten universell-pranexen Formel.

Idee: neue Funktionen, die potentielle Existenzbeispiele liefern

[im Semantik Spiel: 3-Ziige fiir V]

Prof. Dr. U. Kohlenbach 94



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Beispiel
¢ =Vxdy E(x,y) +— ¢ =V E(z,f(x)) (fir neues f)

dann gilt:
() A =(AEYL Y EY = A= (A EA . ) Ee

(ii) A= (A, E4,.. ) Ep =
es gibt eine Interpretation von f iiber A so, dass

A = (A EA ... A EY
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Satz iiber die Skolemnormalform

Satz: Jedes v € FO ist erfiillbarkeitsdquivalent zu einer

V-Formel ¢° (in einer erweiterten Signatur), der sogenannten

Skolemnormalform (Vorsicht: nicht eindeutig).

Beweis: Man erhilt ©° aus einer zu ¢ logisch dquivalenten

Formel " in PNF (z;,y; auch Tupel von Variablen):

PP" =Vr1 Iy . Ve Iynog (X1, Y1, - Ty YUn)

durch Substitution von Skolemfunktionstermen die flir

existentiell abquantifizierten Variablen:

Ve per (21, fr(zn), .o T, fu(T, oo 2n)).
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¢ impliziert logisch triviallerweise ¢P" (und damit ¢). Umgekehrt

gilt nur, dass die Erfiillbarkeit von ¢ die Erfiillbarkeit von ¢°
impliziert. Sei A = ¢©P". Erweitere A zu einer Struktur A° der um
f1,..., fn erweiterten Signatur durch Interpretation der f; als
geeignete Auswahlfunktionen. Dann gilt A° |= ¢° und damit die
Erfiillbarkeit von ¢”. u

Bemerkung: Stets ¢° |= ¢, aber i.a. nicht ¢ |= ¢°.
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Herbrandnormalform

Satz: Jedes © € FO ist giiltigkeitsdquivalent zu einer reinen

3-Formel o (in einer erweiterten Signatur), der sogenannten

Herbrandnormalform.

Beweis: Man erhilt ¢! aus einer zu ¢ logisch dquivalenten

Formel in PNF (x;,y; auch Tupel von Variablen):

3x1Vy1 ... Fe,Yyngr(T1, Y15 - -+, T, Yn)

durch Substitution von Herbrandfunktionstermen fir die

universell abquantifizierten Variablen:

Jxy ... 3y g (21, fi(z1), . T, fo(21, .. 20)).
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Eo o Fof
folgt aus dem Satz iiber die Skolemnormalform, da ¢ die

Negation der Skolemnormalform (einer Pranexnormalform) der

Negation von ¢ ist. (]

Bemerkung: Stets ¢ = o, aber i.a. nicht ! |= .

Satz: Sei I' eine Menge von PNF-Formeln, ¢ in PNF.
'Y := {4 : ¢p € I'}. Dann gilt

I = o gdw. T = .
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Erfiillbarkeit: Reduktion auf AL
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Reduktion: & C FO(S) (bel. Formelmenge)

g erf.-dquiv. (neue Konst. statt freien Var.)

@' C FOy(Sy) (Satzmenge)

g erf.-dquiv. (Vorschalten =-Ax.)

" C FOJ (S2) (gleichheitsfrei)

g erf.-dquiv. (Skolemnormalform)

@" CFOJ(S3)  (universell(-pranex))

Prof. Dr. U. Kohlenbach 101



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

@ erfiillbar & @' erfiillbar & @ in Herbrand-Modell erfiillbar

Bedingungen an Herbrand-Modell lassen sich in AL kodieren!

Erfiillbarkeit: Reduktion auf AL (fortges.): 0.B.d.A.:
® C FO} (S), universell-prinex, S habe Konstanten

@ erfillbar < @ hat ein Herbrand-Modell
H = (To(S), (R")Res) = @
& fiir alle R € S (n-st.) existieren Rt C Ty(S)™,
sodass H = (7o(S), (R™)ges) = @
Vi={p,:a=Rty...ty; R€ S;t1,....,t, €

To(S) fiir n-stelliges R}
V-Interpretationen Z beschreiben mogliche 'H
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Beispiel

S={R,Q, f} R (2-st.), Q (1-st.), Relationssymbole
f (1-st.), Funktionssymbol

Behauptung:
(

p1 = Vavy(Rry — (Qz < —Qy))

P: § w2 =Vax(RxfrV Rfxx)

| p3 = VxVy(ﬂny — Racffy)

ist unerfiillbar.

Se:=SU{c}

To(Se) = {c, fe, ffe, fffe,.. .} = {f"c: n e N}
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Fortsetzung des Beispiels

AL-Variablen fiir die Reduktion:
qn (= Duee) fiir die Atome @ f"c, (n € N),

Tom (= Dyetm.)  fiir die Atome Rffcfme, (£,m € N).

zugeh. AL-Formeln
( -

1] = {rom — (g0 = ~gm) : £,m € N}

2] A = {re,er1Vrepe s L €N

el = {~rim — Timia  £m € N}

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Unerfiillbarkeit von @ folgt aus Unerfiillbarkeit von

70,0 —

—
—

0,1 >

71,0
70,2

71,2

0,1 V T'1,0,

1,2V Tr21, 7700 — 70,2

\ . 4 \ . 4

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Kompaktheitssatz (Endlichkeitssatz):
Version 1: (Erfiillbarkeit)

Fiir @ C FO sind aquivalent:
(1) @ erfiillbar.

(727) Jede endliche Teilmenge @y C @ ist erfiillbar.

Version 2: (Folgerungsbeziehung)

Fir @ C FO, ¢ € FO sind dquivalent:

(i) @ =

(i11) Do =  fiir eine endliche Teilmenge &g C .

Version 1 < Version 2 (zur Ubung!)

Version 1 fiir universell-pranexes @ C FOZf: Reduktion auf AL
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Konsequenzen des Endlichkeitssatzes

Beliebig groBe endliche Modelle = unendliche Modelle: zu &
betrachte @ U {3x1... 3wy N\jcjcjc, i = x5 0 2> 1}

Unendliche Modelle = beliebig groBe unendliche Modelle: zu &
betrachte ®U{—¢c; =c;:1# j;i,5 € I}
fiir neue Konstanten (¢;);cr

= keine unendliche Struktur in FO bis auf Isomorphie charakterisierbar
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Nichtstandardmodelle
ZB.N*zu N =(N,+, -,0,1,<)
Nichtstandardmodell der Arithmetik mit

‘unendlich groBen natiirlichen Zahlen.’

Betrachte alle N-wahren Satze in der Sprache der Arithmetik
erster Stufe plus allen Satzen der Form ¢ # 0,c # 1,c # 2,...

(c neue Konstante). Fiir jede endliche Teilmenge hiervon ist A ein

Modell (bei geeigneter Interpretation von c). Also hat die gesamte

Menge ein Modell N'*, dass nicht zu N isomorph sein kann.
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Logik-Kalkiile

Syntaktische Beweiskalkiile: Beweise der Unerfiillbarkeit
(Resolution) bzw. der Allgemeingiiltigkeit (Hilbertkalkiile,

Sequenzenkalkiil).

Erweiterung des Kalkiils von J.S. Shoenfield auf —, V.,V

Axiome: alle Instanzen von = V ¢ und Vx ¢ — ¢(t/x).

Regeln: —2—. £V PV(PVX) eV, VX
YV o 0 (pVY) V) YVX

OV .
VI oV falls z & frei(v).

und

SO—)

Alternativ fiir 3: @(t/x) — Jxp und =
mit ¢ — Y (= —p V Y.

v .
7 falls © & frei(v))

rP—
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Erweiterung um Gleichheitsaxiome

r = x (Reflexivitat),

r =1y — y =1z (Symmetrie),

r=y ANy =z — x =2z (Transitivitt),

T1=Y N . ANy =Yn — f(x1,...,20) = f(Y1,-- -, Yn),

1= N...NTp =Yn — (P(x1,...,20) = Py1,...,Yn)).
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Bemerkung: Die Gleichheitsaxiome implizieren:

T1=yY1AN... Ny =yn — t(x1,....2n) =t(y1,--.,Yn)

und

T =Y N...NTp =Yn — (©(T1,...,Zn) = ©(Y1,---,Yn))
fir beliebige Terme ¢ und Formeln .

Symmetrie und Transitivitat folgen tatsdchlich bereits aus den

anderen Axiomen.
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Grundinstanzen-Resolution (GI-Resolution):

Gegenstand: FO”-Klauselmengen K

(universelle FO”-Satzmengen @)
Beweisziel: Ableitung der (unerfiillbaren) leeren Klausel O

Korrektheit: 0O ableitbar aus K = K unerfiillbar.

Vollstiandigkeit: K unerfiillbar = O ableitbar aus K.
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FO-Klauselmengen

Universelle (skolemisierte) FO7-Satze in Klauselform:

Vaoi... Vo &€ = V... Vo, /\ \/C
CEK

N

g-fr. Kern in KNF

¢ = K fiir endliche Klauselmenge K iiber FO7-Literalen
FO7-Literale:

relationale Atome oder negierte relationale Atome X, A = =)\

FO7-Klauseln: endliche Mengen C' von FO7-Literalen
fir C = {)\1, ce ,)\k}i C = \/C — \/izl,...,k )\z

FO7-Klauselmengen: Mengen K von FO7”-Klauseln
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Klauselmengen und universell-pranexe Sitze

Semantisch identifiziere Klauselmenge mit Satzmenge:

K = {Vacl N, \ C CeK}

alle Varlablen in C
Vry... Vo, Noerg VO fiir endliches K )

alle Varlablen in K
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Korrespondenzen

endliche ’ universell-pranexe

FO7 Klauselmengen " FO*-Sitze

universell-pranexe
FO7 Klauselmengen
FO7-Satzmengen

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Ubersetzungs-Beispiel

p = VaVy(Rry — (Qr < =Qy))

relevante Atome: o = Rzy, /1 = Qx und (G5 = Qy
o =VaVy(a — (61 < —02))

Kern von ¢ in KNF (z.B.):

Sﬁoé V G1V ﬁﬁ@ (maV BV B2) A(—aV —FyV =61) A

=1
Eﬁa V =02 V 522
=1

K = {{_'Oéa 617 ﬁ2}7 {_IOé, _'617 _'ﬁ2}}
= {{-~Rzy, Qz,Qy},{~Rry,~Qy,~Qz}}
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Grundinstanzen-Resolution (GI)

Ubertragung von AL-Resolution gemiB Reduktionsansatz
ahnlich wie schon fiir andere Erfiillbarkeitsargumente
Grundinstanzen einer Klausel C iiber Literalen \ € FOZ:
Cty/x1, ... tn/xy) = {1 /21, ... tn/xn): A€ C}
mit t; € To(.5)
Grundinstanzenmenge einer Klauselmenge K:
GI(K) := {C(t1/z1,...): C € K,t; € Tp(S) }
e esgilt K = GI(K).

und aus dem Satz von Herbrand:
e K und GI(K) erfiillbarkeitsdquivalent.
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GI-Resolution: Resolventen

C1,Cy, C Klauseln von variablenfreien FO7(S)-Literalen

C' ist Resolvente von C'; und Cy (beziiglich des Literals A), wenn
AeCy, AeCy undC=(Ci\{AHU(Ce\{N})
Cr =AM, ., A, A} Cy={N\,..., N\, A}

C={M, . AN, A

Zu Klauselmenge K iiber variablenfreien FO7(S)-Literalen:
Res™(K) = AbschluB von K unter Resolventenbildung
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Beispiel

Uber Grundinstanzen von

{=Rzy,Qz,Qy}, {—Rry, ~Qz,~Qy} und {Rzx, R f fx}:

{_'RCC, @} {_IRCC, chc}

~.

{ERcc, Ref fc}
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\

V:I:Vy(ﬂRa:y V Qx V Qy)

Va:Vy(ﬂRa:y V Qx V ﬁQy)
Vo (Ra:x V Ra:ffa:)
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Resolutionssatz

Korrektheit und Vollstiandigkeit von Gl-Resolution fiir die
Unerfiillbarkeit von universell-pranexen FO7(,S)-Satzmengen in

Klauselform:

Resolutionssatz: Fiir FO7(S)-Klauselmengen K sind

aquivalent:

(1) K unerfiillbar.
(22) GI(K) unerfiillbar.
(22¢) O € Res™(GI(K)).
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Beweis:
(712) = (i): C € Res™(GI(K)) impliziert, dass K = C

O = 0 unerfullbar.

(1) < (it): Erfillbarkeitsaquivalenz (Herbrand).

(i27) = (#i1): Vollstandigkeit von AL Resolution + Reduktion.
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Allgemeinere Resolution: Termunifikation

|dee: nicht notwendig zu Grundinstanzen absteigen

Resolution nach Substitution von Termen mit Variablen

Substitutionsinstanz zu o = (t1,...,t,) € T(S)™ :
Co={N: AeC}={At1/x1,...,tp/zn): A € C}

Resolution von C; und C5 zu C falls fiir geeignete o1 und o3:
NeCT R e 05,0 = (O \ (AN U\ (X))
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Beispiel

{—Rzy, Qz, Qy} {—~Rzy, -Qz, ~Qy} {Rxx, Rxffx}

{Rzx, Rxffx}

/

{Rzffx}

‘v’ach(—'Racy V Qx V Qy),‘v’xVy(—'Ra:y V —Qx V —|Qy) , V:U(R:cac Vv R:cffac) = VeRxffx
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Sequenzenkalkiil

Allgemeingiiltigkeitsbeweise (fiir bel. FO-Formeln/Satze)

Gegenstand: FO-Sequenzen I' - A
fir endliche I'; A Multisets aus FO(\S)

'+ A allgemeingiiltig wenn AT =\ A
Beweisziel: Ableitung allgemeingiiltiger Sequenzen
Korrektheit: Jede ableitbare Sequenz ist allgemeingiiltig.
Vollstiandigkeit: Jede allgemeingiiltige Sequenz ist ableitbar.

(schwache Form, wird spater verscharft)
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Sequenzenkalkiil: Regeln und Korrektheit

Pramissen
Konklusion

Format von Sequenzenregeln (wie in AL):
Konklusionen von Regeln ohne Pramisssen: Axiome

Ableitbare Sequenzen:
ausgehend von Axiomen (in endlich vielen Schritten) durch

Anwendung von Sequenzenregeln erzeugte Sequenzen
Korrektheit:

Jede ableitbare Sequenz ist allgemeingiiltig.
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Die Korrektheit olgt aus der Korrektheit der einzelnen Regeln:

e die Axiome sind allgemeingiiltige Sequenzen.

e fiir Regeln mit Pramissen:

Pramissen allgemeingiiltig = Konklusion allgemeingiiltig.
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Regeln des Sequenzenkalkiils

FO Sequenzenkalkiil SIC, drei Gruppen von Regeln:
e AL Regeln (wie AL-Sequenzenkalkiil).

e Quantorenregeln (neu): Einfiihrung von V oder 3 links/rechts.
(VL), (VR), (AL), (3R).
e Gleichheitsregeln (neu): Umgang mit Term-Gleichheiten.
(=), (Sub).
AL + Quantorenregeln: vollstindiger Beweiskalkiil SK7 fir FO7.
SK7 + Gleichheitsregeln: vollstandiger Beweiskalkiil SKC fiir FO.

Zusatzlich (nicht notwendig aber natiirlich) in SKC:

e Schnittregel (modus ponens, Kettenschluss)
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Sequenzenkalkiil: Quantorenregeln

[ Vzp, p(t/z) - A LA, o(y/z)
(VL) [''Vxp - A (VR) ' A, Vzp

falls y nicht in I', A,

(AL) [o(y/z) F A (IR) I'E Az, p(t/x)

' dzp F A
falls y nicht in I', A,

I'E A, dzp

Korrektheit priifen!

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Sequenzenkalkiil: Gleichheitsregeln

Lot /z),t =1, p(t/z) F A
T.t=t, 0 /z)F A
Es ist tatsachlich ausreichend, diese Regeln for alle atomaren

(Sub)

Formeln P statt ¢ zu fordern.
Ubung: Zeige, dass
It =t 0(t/z) - A ot /z)

ableitbar ist (siehe S. Negri, J. van Plato: Structural Proof Theory,
CUB 2001).
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Sequenzenkalkiil: Schnittregel (optional)

(Schnittregel (CUT)) I'FA, SOF - AF, oA

Schnitteliminationssatz (G. Gentzen 1935): Jeder Beweis

im Sequenzenkalkiil mit Schnittregel 138t sich in einen Beweis

ohne Gebrauch der Schnittregel umformen.

Beweis: Sehr kompliziert (Gegenstand der sognannten

Beweistheorie).

Bemerkung: Resultierender Beweis i.a. extrem lang: Es gibt
Beweise B mit Schnitt der GroBe |B|, so dass jeder schnittfreie

Beweis derselben Konklusion > 2,5/ groB ist, wobei 29 := 1 und
2n11 1= 2°7 (Statman 1979).
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Korrektheit und Vollstandigkeit
Ableitbarkeit aus Theorie @ C FOy:

@ ableitbar aus ® [®F ¢] gdw.

fiir geeignetes I'yg C @ (Voraussetzungen) ist I'g - ¢ ableitbar.

& konsistent (widerspruchsfrei) gdw. nicht @ + ().

Vollsténdigkeit (starke Form) Korrektheit

dEp = Ok dFHp = dEp

® konsistent = @ erfiillbar ® erfillbar = & konsistent
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Godelscher Vollstiandigkeitssatz (K. Godel 1929)
Satz (Vollstindigkeit des Sequenzenkalkiils SKT):

Fiir jede Satzmenge @ C FOq(S5)
und jeden Satz ¢ € FOq((S) gelten:

e D gdw. D+ o, hier , " Herleitbarkeit in SK*

o O erfiillbar gdw. @ konsistent.
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Zentrale Folgerungen
e Kompaktheitssatz (wesentlich neuer Zugang)

o Allgemeingiiltigkeit rekursiv aufzihlbar

(aber: nicht entscheidbar!)

e (aus dem Beweis) Jede konsistente Satzmenge iiber einer
abzadhlbaren Sprache hat bereits ein abzdhlbares Modell (Satz

von Léwenheim-Skolem).
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Vollstindigkeitsbeweis (Idee)

Zu zeigen: Konsistenz = Erfiillbarkeit

\

nicht-Ableitbarkeit _ _
> — Existenz eines Modells

best. Sequenzen }
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Henkin-Theorien 1 (L. Henkin 1949)

Sei @ eine konsistente Satzmenge und 1" die von & axiomatisierte
Theorie, d.h. T :={p: ® F p}.

Definition: Eine Theorie 7"°"" heift Henkin-Theorie, falls
zu jedem Satz dx ¢(x) eine Konstante c existiert mit
V-V o(c/z) € THK (inhaltlich: 3z — ¢((c/x)).

Zu 1" sei T* die wie folgt axiomatisierte erweiterte Theorie: fiir
jeden Satz Jx (x) aus L(T') fiigen wir ein neues

Konstantensymbol ¢, zur Sprache hinzu mit dem neuen Axiom

Vo —p V p(c,/x).
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Henkin-Theorien 2

Lemma 1: T ist konservativ iiber T', d.h. falls ¢ ein Satz in
7T (T) ist, d.h. ohne neue Konstanten c,, (fiir irgendein ¢), so
oilt

T o = TF.

Definition: Sei T wie zuvor. Definiere

Ty =T, Tpy1:=(Tn) T,:= ] Tn.
neN

Lemma 2: 7, ist eine Henkin-Theorie und ist konservativ
tiber T'.

T, heilt Henkin-Erweiterung von .
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Henkin-Theorien 3

Lemma 3 (Lindenbaum): Jede konsistente Theorie ist in einer

maximal-konsistenten Theorie enthalten.

Lemma 4: Sei TM eine maximal-konsistente Erweiterung von
T,,. Dann ist TM ebenfall eine Henkin-Theorie.

TM heiBt maximal-konsistente Henkin-Erweiterung von
@ (nicht eindeutig bestimmt).
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Henkin-Methode

Zu konsistentem @ finde maximal-konsistente Henkin-Erweiterung
TM von &.

FO” (ohne Gleichheit): Herbrand-Modell aus Henkin-Theorie
™.

FO (mit Gleichheit): Quotienten bzgl. der in T postulierten
Gleichheitsrelation auf T (.S).
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Unentscheidbarkeit von SAT(FO)
Satz von Church und Turing, 1936: SAT(FO) ist

unentscheidbar (und somit nach Post nicht rekursiv aufzihlbar).

Beweis: Reduktion des Halteproblems fiir Turing-Maschinen auf
SAT(FO): FO ausreichend ausdrucksstark fiir Kodierung des
Verhaltens von TM (in einzelnen Satzen).

Finde berechenbare Zuordnung

M,w — orpma € FOo(Sm),

o erfiillbar gdw. w 25 oo.

Idee: o, besagt, dass die Konfigurationenfolge in der

Berechnung von M auf w nicht abbricht.
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Reduktion des Halteproblems auf SAT(FO)
Zu M= (2,Q,q0,0,q%,q): wahle als Signatur S

succ Nachfolgerfunktion, 1-st. (Schritt- /Positionszahler)
pred Vorgangerfunktion, 1-st.

0 Konstante

2-st. Relation fiir a € X U {0} (Bandbeschriftung)

R,
Zy  1-st. Relation fiir ¢ € Q (Zustdnde)
K

2-st. Relation (Kopfpositionen)
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Intendierte Interpretation iiber Z

(t,7) € Ry : in Konfiguration C} steht ein a in Zelle i.
tc Z,; . in Konfiguration C; ist M im Zustand gq.
(t,7) € K : in Konfiguration C}; steht der Kopf bei Zelle 1.

PMw = L0 N Petart N 5 N Yoo M = (2,Q,q0,9,9",47),

w=aj...a,, wobei

[ Vz (predsuccx = x A succpredx = x)

ViVy =(Rgty A Ryity) fir a # o
Vit =(Zgt N Zyt) flir ¢ # ¢
Vivyvy' ((Kty A Kty') — y
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AL, Ra,0succ’ 0
AVYy ((/\:;1 -y = succ’ 0) — RDOy)
o5 = ViVt (t' =succt — 1(t,t")) wobei (¢, ") Konj. der Form.

Sostart . KOO /\ ZQOO /\

Vy((Zgt A Kty A Ryty) — (Z,1t" A Kt'succy A Ryrt'y)) fiir 6(q,b) = (b, >, q")
Vy((Zgt N Kty A Rpty) — (Zq/ t' AN Kt'predy A Ry, t'y)) fiir §(q,b) = (b, <, q")
Vy((Zqt AN Kty A Rpty) — (Zq/t’ ANKt'y AN Ryt'y)) fiir 5(q,b) = (b',0,q")

vy, v (Kty Ay #y') — Ng(Raty’ — Rat'y’))

= Vt-(Z,

1tV Z,-t)
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M .
® W — 00 = Pp . erflllbar,

o w2 STOP = © M. unerfiillbar.
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Weitere zentrale Unentscheidbarkeitsaussagen

FINSAT(FO): Satze, die in endlichen Modellen erfiillbar sind
beachte: FINSAT(FO) ist rekursiv aufzdhlbar.

Variation der Reduktion aus Church/Turing liefert:

Satz von Traktenbrot: FINSAT(FO) ist unentscheidbar.
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Satze von K. Godel und A. Tarski
N =(N,+,-,0,1,<), ThWN):={p € FOp: N | ¢}
die erststufige Theorie der Arithmetik.

Satz von Tarski (1933):

Th(N) ist nicht arithmetisch definierbar, also nocht nicht einmal
semi-entscheidbar.

1. Unvollstindigkeitssatz von Godel (1931):

Keine rekursiv aufzahlbare Axiomatisierung der Zahlentheorie

beweist alle N/-wahren Satze.

Beide Satze basieren auf unterschiedlichen formalisierten

Versionen der Liigner-Antinomie!
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Semantische Antinomien: die Liigner-Antinomie

(Eubulides 4.Jh.v.C.)

Dieser Satz ist falsch!
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Vorbereitung: Primitiv-rekursive Funktionen

Definition 1 Eine Funktion f : N x ... X N — N heil3t

primitiv-rekursiv, falls f durch einfache Rekursionen aus

(z=x1,...,2%):

0, S(z) =z +1, P*(z) = z; (Ausgangsfunktionen)

hervorgeht. Beispiele:
(i) x+0:=xz, v+ (y+ 1) :=(z+y)+ 1 (Addition),
(i) 2-0:=0, z-(y+1) :=x-y+ x (Multiplikation).
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Formalisierte Zahlentheorie der 1. Stufe:
Peano Arithmetik PA

Alle Axiome und Regeln der Logik (der 1. Stufe).
Axiome der Gleichheit.

Nachfolgeraxiome: c+1=y+1—x =y, z+ 1 #0.
Definierende Axiome fiir die prim.-rek. Funktionszeichen.

Axiomschema der Induktion

IA: ©(0) A Vac(go(a:) — p(x + 1)) — Yz o(x)

fiir alle Formeln ¢(x) von L(PA).
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Godelisierung

Prim.-rek. Folgenkodierung: Endliche Folgen natiirlicher

Zahlen (x1,...xy,) konnen durch Zahlen prim.-rek. kodiert werden.
Bdume werden als Folgen (und damit Zahlen) kodiert.

Terme, Formeln, Beweise sind endliche Baume. Daher:

Es gibt prim.rek. Pradikat Bewpa (z,y) mit Bewpa (x,y) gdw.

,,x ist Kode eines PA-Beweises des Satzes mit Kode 3"

Wir schreiben [¢] fiir den Kode des Satzes .

Prof. Dr. U. Kohlenbach 150



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Das Fixpunktlemma

Fixpunktlemma: &(z) sei eine Formel von £(PA). Dann kann

man einen Satz ¢ € L(PA) konstruieren mit
N | ¢ genau dann, wenn N = @([p]),

d.h. ¢ sagt iiber sich selbst aus, @ zu erfiillen.

Definition (Wahrheitsprédikat): Eine Formel W (x) € L(PA)
ist ein Wahrkeitspradikat fiir die Zahlentheorie, falls fiir alle
Sétze ¢ € L(PA) gilt

N = ¢ genau dann, wenn N = W ([p]).
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., Wahrheit” ist kompliziert!

Satz (A. Tarski, 1933): Es gibt kein Wahrheitspradikat W (x)
in L(PA) fiir die Zahlentheorie der ersten Stufe.

Beweis: Angenommen W (x) sei Wahrheitspradikat.
Fixpunktlemma (angewendet auf =W (x)) liefert ,,Liigner”-Satz
L mit

NEL gdw. N E-W([L]) gdw. N EW([L]).
Andererseit (W Wahrkeitspradikat)

N & L genau dann, wenn V' = W/([L]), also

N E W([L]) genau dann, wenn N =W ([L])
Widerspruch!
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Godels 1. Unvollstandigkeitssatz
Satz (K. Godel 1931): Sei 7 eine Erweiterung von PA um eine

rekrursiv aufzdhlbare Menge von (N')-wahren Axiomen. Dann gibt
es einen wahren Satz ¢ € L(PA), der in 7 nicht beweisbar
Ist:

N E @, aber T i .
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Beweisskizze: Sei S die Menge aller wahren Sétze, d.h.

S1={p € L(PA) : N |= v}

und Sy die Menge aller 7-beweisbaren Sétze, d.h.
So :={p e LIPA): T F ¢}

Da N =7, gilt S5 C S;. Es gibt ein Beweisbarkeitspridikat
Br := Jx Bewy(z,y), aber kein Wahrheitspriadikat W.
Also S1 # S5 und somit existiert ein Satz ¢ € Sp \ S5.
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Formalisierte Widerspruchfreiheit (Konsistenz):

KONz := -B7([0 = 1])
(,,0=1 ist in 7 nicht beweisbar”)

Godels 2. Unvollstandigkeitssatz: 7 ist genau dann

konsistent, wenn 7 i/ KONz, d.h. genau dann, wenn 7 nicht
seine eigene Konsistenz beweist.
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Ausblick: entscheidbare Fragmente von FO

liber relationalen Signaturen ist SAT z.B. entscheidbar fiir:
pranexe 3*V*-Satze
pranexe gleichheitsfreie 3*VV3*-Satze
pranexe 3*Vd*-Satze

FO-Satze mit nur zwei Variablensymbolen
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Ausblick: Andere Logiken (Beispiele)

Angewandte Modallogiken:
Anwendungen in der Wissensreprasentation, Kl
Fragment(e) von FO: eingeschrankte Quantifizierung

langs Kanten in Transitionssystemen;

Formeln mit einer freien Variablen

SAT entscheidbar
Temporallogiken LTL, CTL, p-Kalkiil

Anwendungen in Verfikation, model checking fiir

Transitionssysteme, (verzweigte) Prozesse, etc.

SAT entscheidbar, fiir viele Zwecke ausdrucksstarker als FO
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ML: Modallogik

Hier liber - Transitionssystemen,
zu S ={E;:aeX}U{P:1<i<n}

Formeln von ML(S) sprechen iiber einzelne Zustdnde in
>.- Transitionssystemen mit atomaren

Zustandseigenschaften p; ! P;
Syntax von ML(S)

atomare Formeln: L, T, p; (wie ALy,)
AL Junktoren A,V,— wie lblich

modale Quantifizierung: O,p, $4p fiir jedes a € X

Prof. Dr. U. Kohlenbach 158



Formale Grundlagen der Informatik II SS 2009

Semantik von ML(S) als Fragment von FO(S5)

a

y) — ¢(y))
Ty ((z — y) A p(y))

a
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Monadische Logik zweiter Stufe: MSO

Monadische zweite Stufe MSO:

Quantifizierung auch iiber alle Teilmengen der Tragermenge
es existiert kein vollstandiges Beweissystem

Allgemeingiiltigkeit nicht einmal rekursiv aufzahlbar

aber SAT(MSO) entscheidbar {iber interessanten
Strukturklassen: z.B. Wortmodelle, lineare Ordnungen, Baume

enger Zusammenhang mit Automatentheorie

Satz von Biichi: Regulare Sprachen = MSO definierbare

Wortmodellklassen.
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Konstruktive (,,intuitionistische”) Logik
(L.E.J. Brouwer, A. Heyting)

Die Brouwer-Heyting-Kolmogorov (‘BHK”)
Interpretation der logischen Konstanten (intendierte

., konstruktive” Semantik):
(i) Es gibt keine Konstruktion (konstruktiven Beweis) fiir L.

(ii) Eine Konstruktion fiir ¢ A4 ist ein Paar (g, r) von
Konstruktionen, wobei ¢ Konstruktion fiir ¢ und r
Konstruktion fiir 9 ist.

(iii) Eine Konstruktion fiir o \VV ¢ ist ein Paar (n,q), wobei n € N
und g Konstruktion fiir ¢ ist, falls n = 0, und fiir v, falls

n # 0.
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(iv) Eine Konstruktion p fiir ¢ — 1) ist ein Programm, das jede
Konstruktion g fiir ¢ in eine Konstruktion p(q) fiir ¥
lberfiihrt.

(v) Eine Konstruktion fiir Vx (z) ist ein Programm p, das jedes

Element d (des intendierten Universums) in eine Konstruktion
p(d) fir o(d) tberfiihrt.

(vi) Eine Konstruktion fiir 3x () ist ein Paar (d, q), wobei d ein

Element des Universums ist und ¢ eine Konstruktion fiir ¢(d).
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Beweiskalkiile fiir intuitionistische Pradikatenlogik IL
Als logische Konstanten benodtigen wir A,V, —, 1,d,V.

Abkiirzungen:
~A=A—- 1, A—-B:=(A—B)AN(B—A).

Sequenzenkalkiil SKC; fiir IL: Wie SIC, aber mit der
Bedingung, dass der Kontext A so ist, dass rechts von - stets
hochstens eine Formel steht.
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Axiome von IL:
(i) Vo =0, ©—=pAp;
(i) o = oV, AP — p;

(iii) VY =V, @AY =P Ap;

(iV) 1l — ©;

(V) Voo — o(t/z), o(t/z) = Iz,
wobei t frei fiir z in .

Prof. Dr. U. Kohlenbach
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Regeln von IL:

(i)

p, o= Y=Y, —x
(DN o —x

eANYp—x o= —Xx)

o= —=x) @AY —x

© — P
XVe—xVy

Y — @ p — P
VY — Vo Freo—’

wobei x nicht frei in .
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Gleichheitsaxiome: wie fiir FO.

Gewohnliche Logik FO ensteht aus IL durch Hinzufgung des

Schemas vom ausgeschlossenen Dritten

YV .

Beispiele: konstruktiv beweisbar: (¢ — 1) — (=) — =),

jedoch nicht (=) — —¢) — (p — V).
Konstruktiv: =3z p(x) < Va —p(x),
jedoch nicht: =Vz p(x) — Jz —p(x).

Satz (Godel 1933): I', © sei aus doppelt negierten atomaren
Formeln == R(t1,...,t,), s =t mittels A, —, L,V aufgebaut.

Dann gilt I' = o gdw. I' 1, 0.
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Ausblick: entscheidbare Theorien

Beispiele:

entscheidbar

dagegen unentscheidbar

MSO-Theorie von Baumen (Rabin)

FO-Th(R, +,-,0,1, <) (Tarski)
FO-Th(N, +,0,1, <) (Presburger)

FO-Theorie abelscher Gruppen

Prof. Dr. U. Kohlenbach

Graphentheorie, FO
FO-Th(N, +,-,0,1, <)

Gruppentheorie, FO
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Ausblick: Ausdrucksstarke verschiedener Logiken

Welche Struktureigenschaften kénnen in

gegebener Logik formalisiert werden?

Welche Eigenschaften sind nicht ausdriickbar?

z.B. nicht in FO: Endlichkeit der Tragermenge
Zusammenhang von (endlichen) Graphen

gerade Lange endlicher linearer Ordnungen
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Fragen der Ausdrucksstirke

Kernfrage: Welche Logik wofiir?

Z.B. bei der Wahl einer Logik als Sprache fiir
Spezifikation, Verifikation, Deduktion

Wissensreprasentation, Datenbankabfragen

Kriterien: algorithmische Eigenschaften
beweistheoretische Eigenschaften

Ausdrucksstarke

e wie kann man analysieren, was ausdriickbar ist?

e wie erkennt/beweist man, dass etwas nicht ausdriickbar ist?
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Ehrenfeucht-Fraissé Spiele

(vgl. Semantikspiel zwischen Verifizierer und Falsifizierer)

|dee: Spielprotokoll fiir zwei Spieler I und 11

zum Vergleich zweier Strukturen so, dass

A und B dhnlich (ununterscheidbar in L)

wenn Spieler IT Gewinnstrategie hat.

Spieler IT muss in der jeweils anderen Struktur nachmachen,

was I in einer der Strukturen vorgibt

Spieler I versucht das Spiel auf Unterschiede zu lenken,

die das fiir IT unmoglich machen
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Verwendung

Wenn A und B ununterscheidbar in L,
aber verschieden hinsichtlich Eigenschaft F,

dann lasst sich F/ nicht in L ausdriicken
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Klassisches Ehrenfeucht-Fraissé Spiel fiir FO

Fixiere feste endliche relationale Signatur S

zB fiir Wortstrukturen zu Alphabet X: S ={<}U{P,:a € X}

Ununterscheidbarkeitsgrade W, m =, W', m'

f.a. p(x) € FO(S) mit qr(p) < ¢:

Wi pm] < W= pm]
insbesondere fiir ¢ =0, m = (my,...,mg), m' = (m],...,m})
W,om =g W, m’ gdw. p:(m; — m})i1<;<x lokaler Isomorphismus
Spielidee: I markiert zukzessive Elemente in YW oder W,

IT antwortet in der jeweils anderen Struktur,

IT muss W, m =g W, m’ gewahrleisten
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Diee Spiele GY(W, W) und GY(W, m; W' m')

Konfigurationen:
W, m; W m') mit m = (mgy,...,mg) und m’ = (m/, ...

wenn in YW und W jeweils k Elemente markiert sind
J

Zugabtausch in einer Runde:
I markiert in WV oder in W ein weiteres Element,

II ein Element in der jeweils anderen Struktur
von
(W, m; W, m')

zu Nachfolgekonfiguration

. / / /
W, m,mp1; W, m',my_ )
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Gewinnbedingung:
IT verliert wenn W, m #o W, m’

GI(W, m; W, m’):
Spiel iiber ¢ Runden mit Startkonfiguration (W, m; W, m’)
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Ehrenfeucht-Fraissé Satz

Fir alle ¢ € N, S-Strukturen YW und W' mit Parametern

m = (my,...,mg) in Wund m’ = (mf,...,m,) in W

sind aquivalent:
(i) II hat Gewinnstrategie in GY(W, m; W m’)
i) Wom=, W m’
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Beweis per Induktion iiber q. Strategieanalyse!
g = 0: trivial.
Gewinnstrategie fiir eine Runde verlangt gerade

Ubereinstimmung hinsichtlich Existenzbeispielen fiir z

in allen Formeln Jzp(x, z) mit quantorenfreiem (warum?)

Gewinnstrategie fiir ¢ + 1 Runden verlangt analog,

in der ersten Runde, Ubereinstimmung hinsichtlich

aller Formeln Jzp(x, z) mit qr(y) < ¢
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Zusammenfassung
Syntax der Aussagenlogik und der Pridikatenlogik

AL, FO, Terme, freie Variablen, Formeln etc.

Normalformen fiir aussagenlogische Aquivalenz: DNF, KNF.

Normalformen fiir pridikatenlogische Aquivalenz: prinexe

Normalform.
Erfillbarkeitsnormalform: Skolemnormalform.
Giiltigkeitsnormalform: Herbrandnormalform.

Beweiskalkiile: Hilbertkalkiile, Resolutionskalkiil,

Sequenzenkalkiil.
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Semantik der Aussagenlogik und der
Pradikatenlogik

Aussagenlogik: Belegungen und Wahrheitsfunktionen.
Strukturen und Interpretationen zu Signaturen

Interpretation von Termen in Interpretationen.

Wahrheit von Formeln (Satzen) in Interpretationen
(Strukturen).

Modellbeziehung: ' = .
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Lernziele

e Zentrale Begriffe/Konzepte inhaltlich beherrschen und im

Kontext sinnvoll anwenden konnen.

e /Zentrale Sitze und Resultate kennen und anwenden kdnnen.
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Zentrale Saitze
Kompaktheit (Endlichkeitssatze).
Satz iiber Herbrand-Modelle.
Satze liber Skolem- und Herbrandnormalform.
Satz von Herbrand.
Reduktionen von FO auf AL.
Korrektheits- und Vollstandigkeitsaussagen zu Kalkiilen.

Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit.

Nichtdefinierbarkeit (Tarski) und Unvollstandigkeit (Godel).
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Wiederholung: Beispiele

AL-Formeln auswerten (systematisch: Wahrheitstafel)

AL-Formeln auf Folgerung bzw. Aquivalenz untersuchen
natiirlichsprachliche Bedingungen in AL formalisieren
Unerfiillbarkeit mittels Resolution nachweisen

Allgemeingiiltigkeit formal im Sequenzenkalkiil nachweisen

Folgerungsbeziehungen reduzieren auf

Unerfiillbarkeit /Allgemeingiiltigkeit
Kompaktheitssatz anwenden

Kalkiile rechtfertigen (z.B. Korrektheit von Regeln)
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Wiederholung: Beispiele

Umgang mit Strukturen

auch spezielle Strukturen und Klassen wie z.B.
Graphen, Transitionssysteme, relationale DB-Strukturen,

Wortmodelle, linear-temporale Abfolgen, N

Auswerten von Termen und Formeln in Strukturen

PNF, Skolemisieren, Substitutionen ausfiihren

Herbrandmodelle beschreiben /untersuchen

Unerfillbarkeit durch Reduktion auf AL nachweisen

Gl-Resolution und Sequenzenkalkiil in Beispielen

etc.
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