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Abgabe: Mi 17.6. (oder Fr 19.6.), in der Ubung

(H1.1)

Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph (ohne Schleifen). Wir nennen G 3-féirbbar, wenn es
eine Abbildung f : V — {1, 2,3} gibt, so dass fiir jede Kante (u,v) € E gilt f(u) # f(v).

(a) Erstellen Sie eine Formelmenge @(G), welche genau dann erfiillbar ist, wenn G 3-
farbbar ist.

Hinweis. Fithren Sie zu jedem Knoten v € V von G drei Variablen p}, pb, p§ fiir die

drei Farben ein.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass ein Graph G genau dann 3-firb-
bar ist, wenn jeder endliche Teilgraph 3-farbbar ist. (H = (Vj, Ey) ist ein Teilgraph
von G, wenn Vo C V und Ey C E ist.)

Musterlosung.

(a) @(G) = {pyVps Vs : v e VU=l Aps) A=(ps Aps) A=(pi Aps) = v e
VIU{=(piAp)) ief{1,2,3} (u,v) € B}

(b) Betrachte die folgenden Aussagen:

(i) G is 3-farbbar.

(ii) ?(Q) ist erfiillbar.

(iii) Jede Teilmenge von @(G) ist erfiillbar.

Jeder Teilgraph von G ist 3-farbbar.
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(iv

Wir haben &(G) so gewihlt, dass die Aquivalenz (i) < (i) gilt und die Aquivalenz
(ii) < (iii) folgt aus dem Kompaktheitssatz. Die Implikation (i) = (iv) gilt of-
fensichtlich (eine 3-Féarbung des gesamten Graphes bestimmt eine 3-Féarbung jedes
Teilgraphes), also haben wir nur noch zu beweisen, dass (iv) = (iii).

Nehmen wir an, jeder endliche Teilgraph von G ist 3-farbbar. Zu beweisen ist, dass
jede endliche Teilmenge von @(G) erfiillbar ist. Sei I" also eine endliche Teilmenge
von @¢(G) und W die (endliche) Menge der Knoten v € V fiir die eine Variable
pY in I' vorkommt. Der endliche Teilgraph (W, E | W x W) ist 3-farbbar. Also
gibt es eine Abbildung f : W — {1,2,3}, so dass fiir jede Kante (u,v) € E gilt
f(u) # f(v). Dann wird die endliche Formelmenge I" von der Belegung J(p¥) = 1
gdw. f(w) =i erfiillt.



(H1.2)

Eine Formelmenge A heifit ein Axiomensystem fiir eine Formelmenge I, falls I" und A
dieselbe Modelle haben. I" heifit endlich axiomatisierbar, falls es ein endliches Axiomen-
system fiir I" gibt.

Sei I' = {¢o, 1,2, ...}, wobei fir i = 0,1,2,... gilt: | @iv1 — @; und FE ¢; — @ir.
Zeigen Sie, dass I nicht endlich axiomatisierbar ist.

Musterlosung.

Nehmen wir an, I" sei endlich axiomatisierbar. Dann gibt es eine endliche Formelmenge
A = {1g,Y1,...,9,}, so dass A und I" dieselben Modelle haben. Sei 1) = g A1 A. .. 1,.
Dann haben ¢ und I" dieselben Modelle und insbesondere gilt |= 1) — ¢; fiir jedes i € N.

Wenn ¢ und I dieselben Modelle haben, dann ist I" U {—¢} nicht erfiillbar. Nach dem
Kompaktheitssatz gibt es also eine endliche Teilmenge Iy C I', so dass I U {—t)} schon
unerfiillbar ist. Sei n = max{i € N : ¢; € I'y}. Weil | ;11 — ¢; fir jedes i € N, gilt
E @; — ¢ falls ¢ > k, und deshalb ¢, = v fiir jedes v € I'y. Andererseits ist ¢,, € I,
also haben ¢,, und I dieselben Modelle.

Daraus folgt, dass {¢,, %} schon unerfiillbar ist, also = ¢, — ¥. Da auch = ¥ — ¢,,
sind ¢, und 1) dquivalent. Andererseits gilt = ¥ — @,11, aber nicht = ¢, — @,11.
Widerspruch!

(H1.3)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass die folgende Formel unerfiillbar
ist:

(pV=r)AN(—gVs)A(gVr)A(=pV=as)A(—gVrV—s)A(—pVaqVs).
(b) Seien
¥ (pV=g) AlpVaVr)A(pVaV-or)A(=pVgV ),
v o= (gA-T)V(pAgAT)V (DA g A T).
Weisen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode nach, dass ¢ = 1.

Musterlosung.

<a> Klauselmenge: {{p, —|7’}, {_'(L 3}7 {Q7 T}? {_'p7 _‘5}7 {_'Q7 r, _'5}7 {_'pa q, 8}}
{%T} {_'q7 Ty _'8} {_'(L S} {_'p7QJ 5}
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(b) Klauselmenge: {{p,q,7},{-p,q.r},{-p,~¢},{p, ~q,~r},{p,q, v}, {-w,q, v}, {~q,7}}.

{p,q,r} {—-p,q,7} {—p,—q} {p, ~q,—r} {p,q,—r} {-p,q,—r}

| . | L

{g,r} {—q,7} {—q,—r} {g,—r}
{r} {-r}
\D
(H1.4)

Bestimmen Sie mit Hilfe des Algorithmus aus der Vorlesung die minimale Belegung der
folgenden Menge von Hornklauseln.

{_\q7 _|r7 t}? {_|87 q}7 {_‘87 _‘t7 _\u7p}7 {_\/r.7 _\57 Q}7 {_\/r7 _"U/, /U}’ {8}7
{=p, —u, =, r}, {=s,r}, {-r, —s, —t, 7w, v}

Musterlosung.

Schritt 1: {s}
{_‘q’ _|r7 t}’ {q}’ {_|t7 _|u7 p}7 {_|r7 q}7 {_|T7 _|u’ U}’

{-p, ~u,—wv,r},{r}, {-r, —t, —u,v}.

Schritt 2: {q}
{_'7“7 t}a {_'ta _'u7p}7 {_'717 —u, U},

{=p, —u, =, r}, {r}, {-r, —t, ~u,v}.
Schritt 3: {r}

{t}7 {_‘t’ _|u7p}’ {_|u7 U}’ {_\t7 _|u7 U}'
Schritt 4: {t}

{—u,p}, {—-u,v}.

Die minimale Belegung J ist also

1 fallswv e {q,rs,t
0 = { fa.r s 1}

Y 0 fallsv € {p,u,v}.



