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(E6.1)

Seien P, () und S einstellige Relationssymbole, R ein zweistelliges Relationssymbol und
@ die Formelmenge:

(1) Vavy ((Q(z) A R(z,y)) — S(y)).
(2) Vavy ((S(z) A R(x,y)) — =Q(y))-
(3) VazIy (R(z,y) A Q(y))-

(a) Wandeln Sie die Formeln aus @ in Skolemnormalform um.

(b) Begriinden Sie intuitiv, warum diese Formelmenge nicht erfiillbar ist.

Hinweis: Betrachten Sie R als die Kantenrelation eines Graphen und P, und S
als Farben, wobei P(x) bedeutet, dass der Knoten x die Farbe P hat.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass @ unerfiillbar ist.
Musterlosung.

(a) Die erste beide Formeln sind schon in Skolemnormalform. Eine Skolemnormalform
fiir die letzte Formel ist:

(37) Va(R(z, f(z)) A Q(f(x))).

(b) Sei z ein Element eines Modells. Die Formel (3’) sagt, dass es immer eine Kante von
einem Knoten f"x nach f"*z gibt und dass alle Knoten von der Gestalt f"*1z die
Farbe @ haben. (1) impliziert dann, dass Knoten von der Gestalt f"™?z die Farbe
S haben und (2), dass Knoten von der Gestalt f"*3x die Farbe @ nicht haben. Also
hat f3z sowohl die Farbe () als auch nicht die Farbe ). Widerspruch! Also kann es
kein Modell geben und ist die Formelmenge (1-3) unerfiillbar.

(c) Wir schreiben erst die Aussagen in Klauselform um:
{ (‘r)7_' ("I;? )7S(y)}
{=5(x), ~R(z,y),
{R(x, f(x))},{Q(f(2))}

)
o =
)



Mit Grundinstanzen-Resolution leitet man dann ab:

{(Rfcffe} {-Qfc,~Rfcffe,Sffec}

\
{Q_fc}\ {(=Qfc, Sffec}

{Sffe} — (=Sffe,~Rffefffe,~Qf ffec}

\ /
(Rffefffe} {(=Rffefffe,~Qf [ fe}
\
(=Qfffe} (Qfffe}

/\

o

(E6.2)

Seien R und FE zweistellige Relationssymbole und ¢ die Formelmenge:

(1) VzEzz,

(2) VaWy(Exy — Eyx),

(3) VawVz(Exy A Eyz — Exz),

(4) VaWy(—~Ezy — Jz(mExz AN —~Eyz A Rxz A —~Ryz)),
(5) VaVy(Rry — Ryz),

(6) VaVy(Exy — —Ray),

(7) Vz3yRzy,

(8) dJaWy(—Ezy — Rxy).

(a) (1)-(3) besagen, dass E ecine Aquivalenzrelation ist. Was ist die anschauliche Be-
deutung der Formeln (4)—(8), wenn man E als (Modellierung der) Gleichheit be-
trachtet? Konnen Sie ein kleinstmogliches Modell von (1)—(7) angeben?

(b) Wandeln Sie die Formeln aus ¢ in Skolemnormalform um.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass @ unerfiillbar ist.

Musterlosung.

(a) (4)—(7) besagen, dass R die Kantenrelation eines ungerichteten Graphen ist, so dass
jeder Knoten einen Nachbarn hat und es zu je zwei verschiedenen Elementen x und y
ein z gibt, welches verschieden von x und y und mit x aber nicht mit y verbunden
ist.

(8) sagt aus, dass mindestens ein Knoten mit allen anderen verbunden ist.

Kleinstes Modell:
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(1) VzEzxz,
(2) VaWy(Ezy — Eyz),
(3) VaWwvz((Exy A Fyz) — Exz),
(4) VaWy(=Ezy — (~Exfry A-Eyfry A Rxfry A =Ryfry)),
(5) VaVy(Razy — Ryz),
(6) VaWy(Ezy — —Ray),
(7) VzRzgzx,
(8) Wy(—Ecy — Rcy).

(c¢) Klauseln:

1) {FEtt},

[\

{=FEtoty, Etito},

{—FEtoty, ~Etite, Etota},

{Etot1, ~FEtoftot1},{ Etot1, ~Ety ftot1}, { Etot1, Rto ftot1}, { Ftot1, ~ Rty ftot1},
{=Rtotq, Rt1to},

w
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6) {—FEtot1, "Rtot1},
7) {Rtgt},
8) {Ect,Rct}.

Erst leiten wir {=Fgcc} ab:

{Rcgc} {=Ecgc,—Rcgc}

L

{=FEcgc} {=FEgce, Ecgc}

L

{~Egec}

Und damit dann auch die leere Klausel:

{=FEgcc} <9667 —Fcfgce}
{Ecfgcc, Rcfgcc}\){—'Eclfgcc} {ﬂﬁlgcc}}cc, —Rcfgec}
{Refgec} {—Rcfgce}

(E6.3)

Leiten Sie die folgenden Sequenzen her:

(i) VeR(z, f(x)) = 3cR(f(2), f(f((x))).



(i) Yaf(z,z) = o F Vo (P(x) V -P(f(z,x))).
(iii) JyVzR(z,y) F VaIyR(x,y).

(iv) Va(e V1) F Y V1), vorausgesetzt, dass = ¢ frei(v).

Musterlosung.

(i)
VeRxfx, Rfcffc Rfcffe,dxRfxffx

VeRxfrx b Rfcffe,JxRfxf fx
VeRxfx b dxRfxf fx

(i)

Vefrx = x, fcc = ¢, Pc, Pfcc - Pc
Vefrr =x, fecc=c, Pfcck Pc
Vefrx = x, Pfcct Pc
Vefrex =xt Pe,~Pfcc
Vefrx =xt PcV —Pfce
Vefrx = x b Va(Px VvV -Pfrx)

(iii)
Vo Rxb, Rab = Rab, dyRay
Ve Rxb F Rab, 3y Ray
VxRxbt dyRay
JyVxRxy - JyRay
JyVaeRxy - VadyRzy

(iv) Beachte, dass ¥(c/x) = 1) ist, da = ¢ frei(¢)).

V(e V), (/) - olc/z), v Va(p V), ¢ plc/z), v
V(o V), o(c/z) Vb Fp(c/z), ¢
V(o V) Fole/), ¢
V(e Vo) Vop, ¢
Va(p V) = Ve, Vo
V(e V) Yrp vV

(E6.4)

Beweisen Sie die gegebene Folgerungsbeziehung sowohl im Sequenzenkalkiil als auch durch

Resolution.

Ve=P(z), ~3x(—~P(z) A —~Q(x)) F FzQ(x)

Musterlosung.



Ve—Px, Pz, Qz F Jx(—~Px N —~Qx),Qz,JxQx
Ve—Px, Pzt Jx(-Px A —Qx),—Pz,Qz,IxQx Vx—Pz,~ Pzt Jz(-Px A =Qx),-Qz,Qz,JxQx

Ve—Pz,—~PztF Jx(=Px A —Qx), Pz AN =Qz, Qz, IxQx

Va—Pz,— Pzt Jz(-Px A =Qx),Qz, JzQx

Ve—Px, Pz, —3z(-Px A -Qx) F Qz,xQx

Ve—Px,—3zx(-Px A —~Qz) - Qz, JzQx

Ve—Pz,—~3Jx(-Px A -Qz) - JzQx

Die Sequenz ist genau dann allgemeingiiltig, wenn
Ve—Pz,—3x(-Px A =Qzx), ~FzQx

nicht erfiillbar ist.

Deshalb haben wir die folgende Klauselmenge:
{=Pz},{Pzx,Qz}, {-Qz}.

Resolutionsbeweis:

{-Pz} {Pz,Qux}

o~

{Qz} {-Qx}
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