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(E4.1)

(a) Zeigen Sie, dass man zu jeder Formel ¢ eine Formel ¢* in Negationsnormalform
konstruieren kann, so dass ¢ = ¢*.

(b) Sei ¢ eine Formel, worin 2 nicht vorkommt. Beweisen Sie die folgenden Aquivalen-

p — drp(x) = Fz(e — Y(x))

p = Vap(z) = Va(e — ()

Jrp(x) = ¢ = Va((z) — @)

Vey(z) — ¢ = Fz(d(z) — @)
Musterlésung.

(a) Durch wiederholt Anwenden der folgenden Aquivalenzen

—(pVY) = A

(e AY) = —pV -y

p—=Y = pVy
(=) = pA
—(dzPz) = Va-Pz

-(VzPz) = 3Jax-Px,

kann man erreichen, dass alle Implikationszeichen eliminiert werden und letztendlich
alle Negationszeichen nur noch direkt vor atomare Teilformeln vorkommen.

(b) Sei J eine Interpretation. Die ersten zwei Paare von Formeln sind wahr, falls J(¢) =
0. Ist J(¢) = 1, dann haben die Formeln im ersten Paar denselben Wahrheitswert
wie Jzp(x), und die Formeln im zweiten Paar denselben wie Vi) (x).

Die letzten zwei Paare von Formeln sind wahr, falls ¢ wahr ist. Ist ¢ falsch, dann
ist
@Y (x) = @) = J(=F2p(x)) = I(Ve—d(x)) = I(V2(¥(2) — ¢))

und

J(Vap(z) — @) = J(=Vay(z)) = JEr—p(x) = I3z (d(z) — ¢)).



(E4.2)

< sei ein 2-stelliges Relationssymbol in Infixnotation. Betrachten Sie den FO(=x)-Satz

© = Va1V das ((333 L x1 ANx3 < x2) AVay ((x4 K TINTy < X9) = 1y X m3)>

(a) Sei A = (A, <) mit A= {0,1,2} und <= {(0,0), (0,1),(0,2),(1,2)}. Zeigen Sie
AF ¢, indem Sie eine Gewinnstrategie fiir den Falsifizierer angeben.

Hinweis:

(i) Bringen Sie ¢ in Negationsnormalform ¢’, und bestimmen Sie SF(¢').

(ii) Skizzieren Sie die Struktur A, und tiberlegen Sie inhaltlich, was die Subformeln
von ¢’ bedeuten.

(iii) Geben Sie fiir alle relevanten Spielpositionen an, wie der Falsifizierer ziehen
soll, um sicher zu gewinnen.

(b) Sei ¢ eine zu
s ((xg S @1 A wy < w2) AV (24 S 21 Ay < T) — 24 S 373))

dquivalente Formel in Negationsnormalform.
Fiir welche (a},d}) € A x A hat der Verifizierer in der Position

(¢7 (alla CL/2, as, CL4))

eine Gewinnstrategie?
Musterlosung.

(a) Eine Menge mit einer zweistelligen Relation ist i.A. ein (gerichteter) Graph, also
kann man A folgendermaflen darstellen
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g

und ¢ bedeutet, dass es zu zwei Elementen x; und z, ein Element x5 gibt, mit
r3 — 1 und x3 — x5 und es zu jedem x4 mit x4 — x7 und x4 — x5 eine Kante
x4 — x3 gibt. Man iiberpriift leicht, dass fiir ;1 — 2 und x5 — 2 kein x3 mit der
benotigten Eigenschaft existiert, also A F .

Als néchstes formen wir ¢ in Negationsnormalform um:
¢ = Vo Vaydas ((3:3 ST ANx3 < x2) AVay ((x4 K TINANTy < X9) = 1y X xg,))
= \V/ZE1V$QE|$3 <(ZL‘3 S A XT3 < ZL'Q) VAN Vl’4 (_|(JZ4 S VAN HTEE IL‘Q) V T4 133))

= Va,Vrydes ((xg LT ANx3 < x2) AVay ((—|:1:4 K21V Ty X X)) V ay X :)33)>

J/

'

=:p/



Wir zeigen nun, dass fiir beliebige a, as, as,as € A der Falsifizierer in der Spielpo-
sition (¢, (a1, as, a3, a4)) eine Gewinnstrategie hat: Angenommen der Falsifizierer
zieht von der Position

(VxNa:ﬁm ((ZL’3 < T1AT3 X T2)AVEy ((m24 < 21V S T2) Vg < arg)), (a1, as, as, a4))
nach
(Vxﬁa:g ((xg < TAT3 < T2)AVag ((m2s < 21 Vzy S 39)Vay < x3)>, (2,a2,a3,a4))
und von dort nach
(Elxg ((xg L 1A 23 < x0) AVy ((ﬂm TV ry X T2) Vg < xg)), (2,2, as, a4))
dann hat der Verifizierer drei Moglichkeiten zu ziehen:
as +— 2:
((:vg LT ANx3 X x2) AVay ((—w4 TV oy X 1) Vg < xg), (2,2,2, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(I’3 Ty N3 X T9,(2,2,2, a4)>

und
(xg x1,(2,2,2 a4)>

ziehen und gewinnt wegen A 2 < 2.

as +— 1:
((333 ST ANx3 < x0) AViy ((ﬁ$4 TV Xy X T2) Vi, % :Ug), (2,2,1, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
<V934 (2 < 1 Vg S @2) Vg < 23), (2,2, 1, a4)>

und
((_|I'4 Ty V Ty 2) V T4 xs, (2, 27 ]., 1))

ziehen und gewinnt wegen AF 1< 1und AF1<x2

as +— 0:
((xg S ANx3 < x0) AViy ((—|x4 TV xy S T2) Vi, X :1:'3), (2,2,0, a4)>
dann kann der Falsifizierer nach
(Vu ((—nx4 TV xy X T2) Vg X xg), (2,2,0, a4)>

und
<(_|174 T V Ty 2) V T4 xs, (2, 27 0, 1))

ziehen und gewinnt wegen AF 1 g 0und AF 1 <



Also hat der Falsifizierer eine Gewinnstrategie, und es gilt A H .

(b) Wir zeigen, dass der Verifizierer fiir alle (af, a}) € A x A\ {(2,2)} eine Gewinnstra-
tegie hat:
Der Verifizierer zieht von (¢, (a}, ay, as, as)) nach

((1:3 < 21 ATy < T2) AVEy ((mzg < @1 Vo < @) Voo < a3), (a), ab, 0, a4)>

Der Falsifizierer hat nun zwei Zugmoglichkeiten:

(1) Er zieht nach
(23 < w1 A g < 19, (), 05,0, a4))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da A E 0 < x fiir alle x € A.
(2) Er zieht nach

(Vo ((mzg < 21V mwy < 22) Vg < 23), (a], 05,0, a4))

dann hat der Falsifizierer im néchsten Zug drei Moglichkeiten:
(i) Er zieht nach

((~ms < 21V 2wy < @2) Vg < @3, (a), 4, 0,0))

dann gewinnt der Verifizierer im néchsten Zug, da AF 0 <0
(ii) Er zieht nach

((_'$4 SV oz S 32) Vay < s, (ah, a5, 0, 1))

oder
((m2g S @1V —wg < 22) Voo < @, (a), a), 0,2))

dann gewinnt der Verifizierer in zwei Ziigen, da a} oder a!, ungleich 2 ist
und AF1<1und AF1<0bzw. A¥2<1und A2 <0 gelten.
(E4.3)

Wir betrachten die folgenden Formeln:

¢y = Va[Jy(Rry A =3z Ryx) V Yy3z(Rxz A Rzy)]

9 := Jx[Vy—Ray — yVz(Ray A Rzy)]

3 = VaVy|Rrxy — Jz(Rxz A Rzy A ~3x(Rzx A Rzz))]
(a) Geben Sie dquivalente Formeln in Préanex-Normalform an.

(b) Wandeln Sie ihre Ergebnisse aus (a) in Skolem-Normalform um.

(c) Betrachten Sie die Formel ¢ := Va3yRzy und die Skolem-Normalform v :=
Ve Rxsx.

(i) Beweisen Sie, daf§ ¢ = ¢ gilt.
(ii) Geben Sie ein Gegenbeispiel an, welches zeigt, dass ¢ [~ 1.



Musterlosung.

(a)
1 = VedyVuVo3z[(Rxy A “Ryu) V (Rzz A Rzv)]
o = JxIyFuVz[-Rry — (Rxu A Rzu)]
3 = VaVy3IzVu[Rry — (Rxz A Rzy A —(Rzu A Ruz))]

1 VaVuVv[(Rx fx AN —Rfxu) V (Rrgruv A Rgruvv)]
@a: Vz[~Red — (Ree A Rze))
3: VaVyVu[Rry — (Rxfrxy A Rfxyy A —(Rfzyu A Rufzy))]

(¢) (a) Angenommen (A, ) | ¢. Um zu zeigen, dafl (A, ) = ¢ betrachten wir ein
beliebiges Element a € A. Nach Annahme gilt (a,s%(a)) € R4. Insbesondere
gibt es also ein Element b (ndmlich b = s*(a)) mit (a,b) € RA. Wir haben
gezeigt, dafl (A, ) E Vz3yRzxy.

(b) Sei A = (A, s4, R4) die Struktur mit
A=1{0,1}, s*a):=0, R*:={(0,1),(1,1)}.

Dann gilt A = ¢ aber A }= 1.
(E4.4)

(a) Geben Sie fiir folgende FO-Formeln jeweils eine Skolemnormalform an:
(i) Va3yRxy
(i) Va(VyRyy — JyRyf(x))
(b) Geben Sie einige verschiedene Herbrandmodelle fiir die Skolemnormalformen aus
(a) an.

Musterlésung.

(a) Wir geben jeweils eine mogliche Losung an:
(i) VeRxs(z)
(i)

Ve(VyRyy — JyRyf(x)) = Vadzdy(Rzz — Ryf(z))
Skolemnormalform: Vz(Rs(x)s(x) — Rs'(x) f(x))

(b) In beiden Féllen geben wir noch ein Konstantensymbol ¢ zur Signatur hinzu. Dann
erhalten wir fiir (i) die Trigermenge T' = {s'(c) : i € N}, wobei s’ fiir das i-malige
Anwenden von s steht (d.h. 7" ist isomorph zur Menge der natiirlichen Zahlen). Die
Relation R kann z.B. durch {(s'(c),s""!(c)) : ¢ € N} bzw. jeder Obermenge davon
interpretiert werden.

In Fall (ii) erhalten wir die Termstruktur 7" = |,y T3, wobei Ty = {c} und T;;; =
{s(t),s'(t), f(t) : t € T;} fiir alle i € N (d.h. einen Baum, wobei jeder Knoten genau
drei Nachfolger hat). Die Relation R kann z.B. durch () oder T' x T interpretiert
werden.



