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(E3.1)

Finden Sie mittels Beweissuche im Sequenzenkalkiil SK fiir folgende Formeln bzw. Se-
quenzen entweder eine Herleitung oder eine nicht-erfiillende Belegung.

(@) F(pAq)V—=(¢gVr)VrV-p

(b) pgvrE(Ag)V(pAT)

(c) F=(=pAg)AT)V (gAT)

Musterlésung.
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Eine nicht erfiillende Belegung ist z.B. r — 1 und ¢,p — 0.

(E3.2)

Der Sequenzenkalkiil wie in der Vorlesung vorgestellt enthélt als Axiome die Instanzen

von der Sequenz
ok A

worin ¢ eine aussagenlogische Variable p ist. Beweisen Sie, dass Sie damit alle Instanzen

von dieser Sequenz ableiten konnen.

Musterlosung.

Wir beweis mit Induktion iiber die Aufbau von ¢: I', o = A, ¢ ist ableitbar fiir alle I" und

Fiir aussagenlogische Variablen ist die Sequenz ableitbar, weil es ein Axiom ist.

Ist ¢ = 1 V 9, dann sind, nach Induktionsvoraussetzung, I', o1 = A, @1, o und I, o

A, 1, o ableitbar.

F7901|_A79017<P2 F7902|_A7()017902
Iy Vs B A 1,0
I'io1 Vs = A1 Vs

Damit ist auch I', o = A, ¢ ableitbar.

Der Fall ¢ = 1 A @2 geht analog.

Aus I''p F A, p ist durch Anwendung von (—R) und (—L) die Sequenz I',—p = A, —p
abzuleiten.

Sind I', o1 B A, 1,00 und I, 1, o = A, o ableitbar, dann ist mit

Fagpll_Aagol?(pQ F7¢17¢2FA7902
I, 1,01 — oo E A o
Iypr— o= A pr — o

auch I', o1 — o = Ay — gy ableitbar.
Damit ist der Beweis fertig.

(E3.3)

(a) Geben Sie eine FO-Formel an, die erfiillbar ist, aber nur unendliche Modelle hat.
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(b) Geben Sie eine FO-Formel an, die besagt, dass die Trigermenge genau n Elemente
enthélt.

(c) Begriinden Sie, warum die folgende Formel wahr ist.

p =3z ( Pz — VyP(y)).
Musterlosung.

(a) Zum Beispiel:

(V) Fy) (x <y) A (Vo) =(z < 2) AVaVyVz (e <y Ay < z — = < 2).

(b) Die Triagermenge enthilt mindestens n Elemente:
o= (Fz1)...(3z,) /\(xl # ;)
i#

Die Tragermenge enthélt hochstens n Elemente:

= (Vz1) ... (Vo) (2 = ).
i#j
Die Tragermenge enthélt genau n Elemente:

A .

(c) Entweder gilt P(a) fur alle a, oder nicht. Wenn es fiir alle a gilt, dann ist YyP(y)
wahr und damit auch ¢. Wenn es eine Ausnahme gibt, also eine a, so dass P(a) nicht
gilt, konnen wir fiir = dieses a wihlen. Dann ist die Annahme in P(a) — YyP(y)
falsch und damit ist die ganze Aussage richtig.



(E3.4)
Betrachten Sie die Signatur S = {+,-,<,0,1}.

Zeigen Sie, dass in den folgenden S-Strukuren die Ordnung definierbar ist, d.h. dass es
fiir jede der folgenden S-Strukturen A eine Formel ohne das <-Symbol ¢(z,y) gibt, so

dass
a<td & Al pla,d].

(a) N: (Na +N7'N7<N7071)
(b) P=(PX,u,N,C 0 X)

(c) R=(R,+% 5 <%,0,1)

Extra: Uberlegen Sie sich, warum die Ordnung der ganzen Zahlen (im Gegensatz zu (i))
nicht allein aus Addition und 0 definierbar sein kann.

Musterlésung.

(a) p(a,y) =3z (x + 2 =y)
(b) (z,y) :=x+y =y oder p(x,y) :=x-y=x oder p(x,y) =3z (z+2=1y)

(c) plr,y):=Fz(x+2z-2=1y)



