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(E2.1)
Seien ¢ und 1) AL-Formeln. Wie kann man das Resolutionsverfahren benutzen, um zu
iiberpriifen, ob
(a) ¢ unerfillbar ist;
(b) ¢ erfiillbar ist;
(c) ¢ allgemeingiiltig ist;
(d) ¢ nicht allgemeingiiltig ist;
(e) v =
(f) eine endliche Menge @ von AL-Formeln unerfiillbar ist;
)

(g) eine unendliche Menge @ von AL-Formeln unerfillbar ist?

Musterlésung.

(a) O € Res"(K(¢)) (K(¢) bezeichnet die Klauselmenge zu ¢.)
(b) O ¢ Res™(K(p))
K

c¢) O € Res

J

) "(K(
) "(K(
(c) "(K(=p))
(d) B ¢ Res"(K(~p))
(e) B € Res™(K(p A —y))
(f) O € Res"(K(A9))
(g) O € Res"(K (/A Pp)) fiir ein endliches ¢y C &.

(E2.2)

Selen

=@V AN(@Vr)A(pV-qVr)
Y= (pAT)V(PA-T)V(DAGAT).

Zeigen Sie mit Hilfe des Resolutionsverfahrens, dass
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(a)
(b)

© erfiillbar ist;
¢ = ¢ gilt.

Musterlosung.

(a)

(b)

Klauseln: {p, ¢}, {¢,—r}, {p,—q.7}, {p,—r}, {-p.7}, {-p,~q,—r}

{Q7 _'T} {_'pv -q, _'T} {p> Q} {p> g, ’l“}
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{-p,—r} {-p,r} {p,r} {p,—r}
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(E2.3)

(a)

Fiir Formelmengen @ und ¥ schreiben wir

NeE VY,

wenn jedes Modell, das alle Formeln ¢ € & wahr macht, auch mindestens eine
Formel ¢) € ¥ wahr macht. Zeigen Sie, dass A\ @ = \/ ¥ impliziert, dass es endliche
Teilmengen &y C @ und ¥y C ¥ gibt, so dass A\ @y =\ Y.

Eine Interpretation Z : V = {p1,ps,...} — B kann aufgefasst werden als eine
unendliche Bit-Sequenz. P sei irgendeine Teilmenge aller solchen Sequenzen, P das
Komplement von P. Wir betrachten ein P, so dass sowohl P als auch P durch
(unendliche) AL-Formelmengen spezifiziert werden konnen, in dem Sinne, dass

P = {IT:TEd
P = {IT:IFv}
fiir geeignete @, ¥ C AL(V).

Zeigen Sie, dass dann sowohl P als auch P sogar schon durch einzelne AL-Formeln
¢ und v spezifiziert werden konnen (und also nur von endlichen Abschnitten der
Sequenzen abhédngen konnen).



Musterlosung.

(a) Wenn A @ = \/ ¥ gilt, dann hat die Menge @ U =¥ keine Modelle, wobei —¥ =
{=¢ : ¢ € ¥}. Der Kompaktheitssatz impliziert dann, dass schon eine endliche
Teilmenge I" C & U =¥ keine Modelle hat. Setzen wir &y = {p € & : ¢ € I'} und
Uy = {¢ € ¥ : —p € I'}, dann heift das, dass I" = &y U =¥, keine Modelle hat,

also A\ @9 =\ .

(b) Die Vereinigung @ U ¥ kann keine Modelle haben, da solche Modelle sowohl als
auch zu P als P gehoren wiirden. Der Kompaktheitssatz sagt jetzt, dass schon eine
endliche Teilmenge I' C @ UV¥ keine Modelle hat. Da jede Formel in [" entweder zu
@ oder zu ¥ gehort, muss [' von der Form

F:{9017@27"'7%0m7w17w27"'7wn}

sein, wobei ¢; € @ und ; € ¥. Wenn wir schreiben ¢ = @1 A a2 A ... A @, und
Y =1 A Ao A iy, dann sind die Modelle von ¢ genau die Elemente von P
und die Modelle von 1 genau die Elemente von P. Diese Behauptung folgt aus den
folgenden drei Tatsachen:

1. Elemente von P sind Modelle von ¢ und Elemente von P sind Modelle von /.

2. Es gibt keine Modellen die gleichzeitig ¢ und v wahr machen.
3. Jedes Modell gehort entweder zu P oder zu P.

(E2.4)
Wir betrachten folgenden Beweiskalkiil von Shoenfield (1967) fur das System {—, V} :
Axiome: - V@

© eV oV@VYX) pVYy oV
eV o (pVY)Vx YV x

Wir schreiben @ I 1, falls es einen Beweisbaum gibt, dessen Blédtter Axiome oder Aus-
sagen in @ sind und dessen Wurzel v ist. Beweisen Sie:

Regeln:

Musterlosung.
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(d) Aus —p V ¢ und ——¢p folgt mit (c) ¢.
(e)
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