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(E5.1)

Zeigen Sie, dass wenn T1 und T2 zwei Theorien sind, so dass T1 ∪ T2 keine Modelle hat,
es ein Satz σ gibt, so dass T1 |= σ und T2 |= ¬σ.

(E5.2)

Zeigen Sie, dass eine Theorie T , die beliebig grosse endliche Modelle hat, auch ein un-
endliches Modell besitzt.

Geben Sie auch einen Satz an, der endliche und unendliche Modelle hat, aber keine
beliebig grossen Modelle.

(E5.3)

Ein Pfad in einem Graph G = (V,E) ist eine Sequenz 〈x0, x1, . . . , xn〉 von Knoten, so dass

xiExi+1

für alle i < n. Der Graph heißt zusammenhängend, wenn es für alle Paaren von Knoten
(x, y) einen Pfad 〈x0, x1, . . . , xn〉 gibt, mit x = x0 und y = xn.

Zeigen Sie, dass es keine Formelmenge Γ in der Sprache der Graphen gibt, so dass G |= Γ
genau dann wenn G zusammenhängend ist.
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(E5.4)

Betrachten Sie die folgende Theorie T :

(i) Die Sprache L(T ) von T hat Konstanten 0 und 1, ein zweistelliges Funktionssym-
bol +, ein einstelliges Funktionssymbol 2(−) und ein einstelliges Predikatsymbol I
(Intuition: I(x) bedeutet “x ist eine (erreichbare) natürliche Zahl”).

(ii) Die nicht-logischen Axiome von T sind:

x + (y + z) = (x + y) + z, y + 0 = y,
20 = 1, 2x + 2x = 21+x,
I(0), I(x) → I(1 + x).

(a) Sei 2k induktiv definiert durch

20 = 0,

2k+1 = 22k .

Beweisen Sie, dass T mit einem Beweis einer in k linearen Tiefe beweist, dass

T ` I(2k).

Hinweis: definieren Sie induktiv Prädikate Ri:

R0 := I,

Ri+1 := ∀y(Ri(y) → Ri(2
x + y)),

und beweisen Sie mit Induktion über i, dass

T ` Ri(0) ∧ ∀x(Ri(x) → Ri(1 + x)).

(b) Sei ∀x0 . . . ∀xnϕ(x0, . . . , xn) der universelle Abschluss der Axiome von T . In Aufgabe
(a) haben Sie bewiesen, dass

T ` I(2k) ⇔ ` ∀x0 . . . ∀xnϕ(x0, . . . , xn) → I(2k)

⇔ ` ∃x0 . . . ∃xn(ϕ(x0, . . . , xn) → I(2k)).

Beweisen Sie, dass wir für jede gültige Herbranddisjunktion von
∃x0 . . . ∃xn(ϕ(x0, . . . , xn) → I(2k)) mindestens 2k Terme brauchen.
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