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1 Integration

1.1 Stammfunktion: Eine stetige Funktion F : I → R heißt Stammfunktion von f
auf dem Intervall I, wenn

F ′(x) = f(x) für fast alle x ∈ I.

Dabei heißt
”
fast alle“, dass es endlich viele Stellen x1, . . . , xn ∈ I geben darf, an denen

F nicht differenzierbar ist oder an denen F ′ nicht mit f übereinstimmt. Insbesondere
muss die Funktion f an diesen Stellen noch nicht einmal definiert sein.

1.2 Beispiel:

•
f(x) = 2x, F (x) = x2

•
f(x) = 2x, F (x) = (x − 1)(x + 1)

•

f(x) =











1 für x > 0

7 für x = 0

−1 für x < 0

, F (x) = |x|

•
f(x) =

√

|x|
x

, F (x) = 2
√

|x| (1.1)

Man beachte, dass die Funktion F auf ganz R definiert ist, während f an der Stelle
x = 0 eine Definitionslücke hat.

1.3 Mehrdeutigkeit: Wenn F eine Stammfunktion von f ist, dann ist auch F̃ := F +c
eine Stammfunktion, wobei c ∈ R eine beliebige Konstante ist. Umgekehrt gilt: Wenn
F und F̃ Stammfunktionen von f sind, dann ist F̃ ′ − F ′ = 0 und damit F̃ − F nach
dem Mittelwertsatz konstant.

1.4 Unbestimmtes Integral: Die Menge aller Stammfunktionen einer Funktion f
wird als das unbestimmte Integral von f bezeichnet,

∫

f := {F : F ist Stammfunktion von f}.

Wenn F eine beliebige Stammfunktion von f ist, dann gilt gemäß 1.3

∫

f = {F + c : c ∈ R}.

Meist wird das unbestimmte Integral nicht als Menge, sondern in der Form

∫

f = F + c, c ∈ R
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geschrieben. Gelegentlich wird in Formelsammlungen oder in Computeralgebra-Systemen
(z.B. Maple) auf die Angabe der Integrationskonstanten c sogar ganz verzichtet. Wenn
die unabhängige Veränderliche notiert werden soll, schreibt man

∫

f(x) dx = F (x) + c, c ∈ R.

Man bezeichnet dann x auch als Integrationsvariable und dx als Differenzial.

1.5 Beispiel:

•
∫

e2x dx = e2x/2 + c, c ∈ R

•
∫

cos = sin +c, c ∈ R

1.6 Regeln: Seien F und G Stammfunktionen von f und g, und sei c ∈ R.

• Linearität: Für reelle Zahlen α, β gilt

∫

(αf + βg) = αF + βG + c

• Partielle Integration: (vgl. Produktregel)

∫

fG = FG −
∫

Fg

• Substitution: (vgl. Kettenregel)

∫

(f ◦ G)g = F ◦ G + c

1.7 Beispiel:

• Linearität:
∫

(sin x + 2/x) = − cos x + 2 ln x + c, x > 0

• Partielle Integration: Mit f(x) = 1 und G(x) = ln x gilt für x > 0

∫

ln x dx =

∫

1 · ln x dx = x ln x −
∫

x/x dx = x ln x − x + c.

• Substitution: Mit G(x) = αx gilt

∫

f(αx)α dx = F (αx) + c
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1.8 Wichtige Stammfunktionen:

f F

xn 1
n+1

xn+1 x ∈ R, n ∈ N0

xα 1
α+1

xα+1 x > 0, α < −1

xα 1
α+1

xα+1 x ≥ 0, α > −1

1
x

ln |x| x > 0 oder x < 0

ex ex x ∈ R

ln x x ln x − x x > 0

sin x − cos x x ∈ R

cos x sin x x ∈ R

1
1+x2 arctan x x ∈ R

1.9 Partialbruchzerlegung: Integrale der Form

∫

p(x)

q(x)
dx

mit Polynomen

p(x) = p0 + p1x + · · · + pmxm, q(x) = q0 + q1x + · · · + qnx
n, qn 6= 0,

lassen sich durch Partialbruchzerlegung bestimmen. Wir betrachten zunächst den Fall
m < n.

1. Man bestimmt alle Nullstellen x1, . . . , xn von q und erhält damit die Faktorisierung

q(x) = qn(x − x1) · · · (x − xn).

2. Wenn alle Nullstellen verschieden sind, macht man den Ansatz

p(x)

q(x)
=

A1

x − x1

+ · · · + An

x − xn

.

3. Man multipliziert den Ansatz mit q(x) und erhält dann die unbekannten Koeffizi-
enten A1, . . . , An einfach durch Einsetzen der Nullstellen.

4. Für das Integral ergibt sich damit im Fall reeller Nullstellen

∫

p(x)

q(x)
dx = A1 ln |x − x1| + · · · + An ln |x − xn| + c.
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Das Verfahren besitzt die folgenden Modifikationen:

• Im Fall m ≥ n liefert eine Polynomdivision

p(x)

q(x)
= r(x) +

p̃(x)

q(x)
,

wobei r eine Polynom vom Grad m − n und der Grad m̃ von p̃ kleiner als n ist.

• Wenn z.B. x1 = · · · = xℓ eine mehrfache Nullstelle ist, dann sind die zugehörigen
Summanden im Ansatz zu ersetzen durch

A1

x − x1

+
A2

(x − x1)2
+ · · · + Aℓ

(x − x1)ℓ
.

In diesem Fall ist die Koeffizientenbestimmung durch Einsetzen der Nullstellen nur
für Aℓ möglich. Die übrigen Koeffizienten können beispielsweise durch Ausmulti-
plizieren und Koeffizientenvergleich bestimmt werden.

• Wenn es komplexe Nullstellen gibt, dann ist das Verfahren im Prinzip ebenfalls
anwendbar. Es ist dann lediglich bei der Bildung der Stammfunktion der Partial-
brüche der komplexe Logarithmus

lnC(x − xk) := ln |x − xk| + i arg(x − xk)

zu verwenden. Da komplexe Nullstellen und damit auch die zugehörigen Parti-
albrüche immer in konjugiert komplexen Paaren auftreten, heben sich die Ima-
ginärteile stets weg. Alternativ zur Verwendung komplexer Logarithmen kann man
im Ansatz auch konjugiert komplexe Terme in der Form

A1

x − x1

+
A2

x − x1

−→ B1 + B2x

x2 − 2x Re x1 + |x1|2

zu einem reellen Summanden mit quadratischem Nenner zusammenfassen. Dessen
Integral lässt sich dann mit Hilfe der reellen Logarithmus- und der Arcustangens-
Funktion angeben.

1.10 Beispiel:

• Für
p(x)

q(x)
=

x3 − x + 3

x2 − x − 2

liefert Polynomdivision zunächst

p(x)

q(x)
= x + 1 +

2x + 5

x2 − x − 2
.

Wir betrachten nun nur den letzen Summanden. Die Nullstellen des Nenners sind
x1 = 2 und x2 = −1, also q(x) = x2 − x − 2 = (x − 2)(x + 1). Der Ansatz

2x + 5

(x − 2)(x + 1)
=

A1

x − 2
+

A2

x + 1
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liefert nach Multiplikation mit q(x) die Gleichung

2x + 5 = (x + 1)A1 + (x − 2)A2.

Einsetzen der Nullstelle x1 = 2 liefert A1 = 3, und x2 = −1 liefert A2 = −1. Also
ist

p(x)

q(x)
= x + 1 +

3

x − 2
− 1

x + 1

und
∫

x3 − x + 3

x2 − x − 2
dx =

x2

2
+ x + 3 ln |x − 2| − ln |x + 1| + c, c ∈ R.

• Für
p(x)

q(x)
=

x2 + 4

x3 − 2x2

erhält man die Nullstellen x1 = x2 = 0 und x3 = 2, also q(x) = x3−2x2 = x2(x−2).
Der Ansatz

p(x)

q(x)
=

A1

x
+

A2

x2
+

A3

x − 2

liefert nach Multiplikation mit q(x) die Gleichung

x2 + 4 = x(x − 2)A1 + (x − 2)A2 + x2A3.

Einsetzen der Nullstellen x1 = 0 und x3 = 2 liefert A2 = −2 und A3 = 2. Damit
erhält der x2-Term auf der rechten Seite den Koeffizienten A1 + 2 und auf der
linken Seite den Koeffizienten 1. Also ist A1 = −1. Wir erhalten

p(x)

q(x)
= −1

x
− 2

x2
+

2

x − 2

und
∫

x2 + 4

x3 − 2x2
dx = − ln |x| + 2

x
+ 2 ln |x − 2| + c, c ∈ R.

1.11 Bestimmtes Integral: Sei F : I → R eine Stammfunktion von f . Wenn [a, b] ⊂
I, dann bezeichnet man

∫ b

a

f(x) dx := F (x)
∣

∣

b

a
:= F (b) − F (a)

als das bestimmte Integral der Funktion f mit Integrationsgrenzen a, b. Sei F̃ = F + c
eine andere Stammfunktion von f , dann erhält man ebenfalls

∫ b

a

f(x) dx = F̃ (b) − F̃ (a) =
(

F (b) − c
)

−
(

F (a) − c)
)

= F (b) − F (a).

Der Wert des bestimmten Integrals ist also nicht von der Wahl der Stammfunktion
abhängig.
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1.12 Regeln:

• Linearität: Für reelle Zahlen α, β gilt

∫ b

a

(

αf(x) + βg(x)
)

dx = α

∫ b

a

f(x) dx + β

∫ b

a

g(x) dx

• Partielle Integration:

∫ b

a

f(x)G(x) dx = F (x)G(x)
∣

∣

b

a
−

∫ b

a

F (x)g(x) dx

• Substitution:
∫ b

a

f(G(x))g(x) dx = F (G(x))
∣

∣

b

a

Setzt man G(x) = u, dann gilt weiter

F (G(x))
∣

∣

b

x=a
= F (u)

∣

∣

G(b)

u=G(a)
=

∫ G(b)

u=G(a)

f(u) du

und damit
∫ b

x=a

f(G(x))g(x) dx =

∫ G(b)

u=G(a)

f(u) du.

Bei der Substititution G(x) = u wird also mit Hilfe der Ableitung G′(x) = g(x)
formal g(x) dx durch du ersetzt. Die Integrationsgrenzen transformieren sich durch
Einsetzen in die Funktion G, also x = a ⇒ u = G(a) und x = b ⇒ u = G(b).

Wenn H eine invertierbare Funktion ist, dann kann man G := H−1 setzen und
erhält die Regel

∫ b

x=a

f(x) dx =

∫ H−1(b)

u=H−1(a)

f(H(u))h(u) du.

Bei der Substititution x = H(u) wird also mit Hilfe der Ableitung H ′(u) = h(u)
formal dx durch h(u) du ersetzt. Bei der Transformation der Integrationsgrenzen
sind diejenigen u-Werte zu suchen, die den gegebenen x-Werten entsprechen, x =
a ⇒ u = H−1(a) und x = b ⇒ u = H−1(b).

1.13 Beispiel:

• Linearität:
∫ π

0

(sin x + 2x) dx =

∫ π

0

sin x dx + 2

∫ π

0

x dx = − cos(x)
∣

∣

π

0
+ x2

∣

∣

π

0
= 2 + π2

• Partielle Integration:

∫ 1

0

xe2x dx =
x

2
e2x

∣

∣

1

0
− 1

2

∫ 1

0

e2x dx =
e2

2
− 1

4
e2x

∣

∣

1

0
=

e2

2
− e2

4
+

1

4
=

e2

4
+

1

4
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• Substitution G(x) = u: Zur Berechnung von
∫ 2

0
x cos(x2) dx setzt man

G(x) = x2 = u, g(x) = 2x, 2x dx = du.

Die Integrationsgrenzen transformieren sich gemäß

x = 0 ⇒ u = 0, x = 2 ⇒ u = 4.

Damit erhält man

∫ 2

x=0

x cos(x2) dx =
1

2

∫ 4

u=0

cos(u) du =
1

2
sin(u)

∣

∣

4

u=0
=

1

2
sin(4).

• Substitution x = H(u): Zur Berechnung von
∫ 1

0

√
1 − x2 dx setzt man

x = H(u) = sin(u), h(u) = cos(u), dx = cos(u) du.

Dabei verwendet man das Definitionsgebiet u ∈ [0, π/2], sodass die Funktion H
injektiv ist. Die Integrationsgrenzen transformieren sich gemäß

x = 0 ⇒ u = 0, x = 1 ⇒ u = π/2.

Damit erhält man

∫ 1

x=0

√
1 − x2 dx =

∫ π/2

u=0

√

1 − sin2(u) cos(u) du =

∫ π/2

u=0

cos2(u) du = π/4.

1.14 Variable obere Integrationsgrenze: Definiert man die Funktion Fa : I → R

gemäß

Fa(t) :=

∫ t

a

f(x) dx, t ∈ I,

und ist F eine Stammfunktion von f , dann gilt Fa(t) = F (t) − F (a). Folglich ist auch
Fa eine Stammfunktion von f , die durch Fa(a) = 0 charakterisiert ist. Achtung: Schreib-
weisen wie

∫ x

a

f(x) dx,

bei denen die Integrationsvariable auch in den Grenzen auftaucht, sind nicht zulässig.

1.15 Additivität: Es gilt

∫ b

a

f(x) dx +

∫ c

b

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx

und insbesondere

∫ b

a

f(x) dx +

∫ a

b

f(x) dx =

∫ a

a

f(x) dx = 0.
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1.16 Monotonie: Sei a ≤ b und

f(x) ≤ g(x) für alle x ∈ [a, b],

dann gilt aufgrund des Mittelwertsatzes

∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx.

Ein wichtiger Spezialfall hiervon ist die Dreiecksungleichung

∣

∣

∣

∣

∫ b

a

f(x) dx

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

|f(x)| dx.

1.17 Flächeninhalt: Sei f : I → R eine stetige Funktion. Wir betrachten die Punkt-
menge, die in x-Richtung durch die Abszissen a und b und in y-Richtung durch die x-
Achse und den Graphen von f begrenzt ist. Wenn wir dieser Menge in sinnvoller Weise
einen (orientierten) Flächeninhalt Sb

af zuweisen wollen, dann muss dieser offensichtlich
folgende Eigenschaften haben:

• Additivität: Sb
af + Sc

bf = Sc
af

• Monotonie: Aus f ≤ g und a ≤ b folgt Sb
af ≤ Sb

ag.

• Konstante: Wenn f(x) = f0 eine konstante Funktion ist, dann gilt Sb
af = f0(b−a).

Tatsächlich ist allein durch diese drei Vorgaben der Ausdruck Sb
af eindeutig bestimmt:

Sei Fa(t) := St
af , dann gilt aufgrund der Additivität

Fa(t + h) − Fa(t) = St+h
a f − St

af = St+h
t f.

Sei nun h > 0 beliebig gewählt (für h ≤ 0 verlaufen die Überlegungen vollkommen ana-
log). Dann definieren wir die konstanten Funktionen fh

min und fh
max durch das Minimum

bzw. das Maximum der Funktion f auf dem Intervall [t, t + h],

fh
min := min{f(x) : t ≤ x ≤ t + h}, fh

max := max{f(x) : t ≤ x ≤ t + h}.

Es ist also
fh

min ≤ f(x) ≤ fh
max für alle x ∈ [t, t + h]

und damit folgt aufgrund der Monotonie

St+h
t fh

min ≤ Fa(t + h) − Fa(t) ≤ St+h
t fh

max.

Da es sich auf der linken und rechten Seite der Ungleichung um konstante Funktionen
handelt, erhalten wir

hfh
min ≤ Fa(t + h) − Fa(t) ≤ hfh

max.

Wenn nun h gegen 0 geht, folgt aus der Stetigkeit von f

lim
h→0

fh
min = lim

h→0
fh

max = f(t)
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und damit

F ′
a(t) = lim

h→0

Fa(t + h) − Fa(t)

h
= f(t).

Fa muss also eine Stammfunktion von f sein. Da außerdem Fa(a) = Sa
af = 0 gilt, folgt

St
af = Fa(t) =

∫ t

a

f(x) dx.

Diesen Zusammenhang nennt man auch den Hauptsatz der Differenzial- und Integral-
rechnung. Insbesondere ergibt sich für den Flächeninhalt zwischen den Abszissen a und b

Sb
af =

∫ b

a

f(x) dx.

1.18 Andere Interpretationen des Integrals: In der vorangegangenen Herleitung
des Flächeninhalts als bestimmtes Integral wurden nur die Additivität und die Mo-
notonie sowie die Information über konstante Funktionen ausgenutzt. Diese drei Ei-
genschaften sind bei der Betrachtung des Flächeninhalts besonders offensichtlich, doch
charakterisieren sie in vollkommen analoger Weise zahlreiche andere Phänomene:

• Sei f(x) die Geschwindigkeit eines Teilchens zum Zeitpunkt x und Sb
af der zwi-

schen den Zeitpunkten a und b zurückgelegte Weg, dann gilt:

– Additivität, zurückgelegte Wegstrecken addieren sich.

– Monotonie, wer schneller fährt, kommt weiter.

– Konstante Geschwindigkeit f(x) = f0 liefert Sb
af = f0(b − a), das ist die

Definition der Geschwindigkeit einer gleichförmigen Bewegung.

• Sei f(x) die spezifische Dichte eines Drahtes mit Querschnitt 1 an der Stelle x und
Sb

af die Masse des Drahtstücks zwischen den Punkten a und b, dann gilt:

– Additivität, Teilmassen addieren sich.

– Monotonie, was überall schwerer ist, ist auch insgesamt schwerer.

– Konstante Dichte f(x) = f0 liefert Sb
af = f0(b− a), das ist die Definition der

Dichte eines homogenen Materials.

• Sei f(x) die Kraft, die auf ein Teilchen der Masse 1 an der Stelle x wirkt und Sb
af

die Energie des Teilchens, nachdem es die Strecke von a nach b zurückgelegt hat,
dann gilt:

– Additivität, Teilenergien addieren sich.

– Monotonie, größere Kraft ergibt höhere Energie.

– Konstante Kraft f(x) = f0 liefert Sb
af = f0(b − a), das ist die Definition der

Energie bei konstanter Krafteinwirkung.

In allen drei Fällen ergibt sich der Zusammenhang

Sb
af =

∫ b

a

f(x) dx.
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1.19 Existenz einer Stammfunktion: Wir wollen nun zeigen, dass jede stetige Funk-
tion tatsächlich eine Stammfunktion besitzt. Sei also f : [a, b] → R eine stetige Funktion.
Eine Funktion u, die stückweise konstant und überall kleiner oder gleich f ist, heißt un-
tere Treppenfunktion von f . Sind genauer die Abszissen a = x0 < x1 < · · · < xn = b
sowie die Funktionswerte u0, . . . , un gegeben, dann hat die zugehörige Treppenfunktion
die Form

u(x) = ui ≤ f(x) für xi ≤ x < xi+1.

Wir definieren nun in naheliegender Weise die Untersumme

Sb
au :=

n−1
∑

i=0

ui(xi+1 − xi).

Die Menge aller unteren Treppenfunktionen bezeichnen wir mit Uf . Sei M das Maximum
von f auf dem Intervall [a, b], dann gilt sicher Sb

au < M(b − a) für alle u ∈ Uf . Also ist
die Menge aller Werte Sb

au mit u ∈ Uf nach oben beschränkt und damit ein Intervall
der Form

{Sb
au : u ∈ Uf} = (−∞, s) oder {Sb

au : u ∈ Uf} = (−∞, s].

Wenn f eine konstante Funktion f(x) = f0 ist, dann erhalten wir den Wert s = Sb
af =

f0(b−a). Wir bezeichnen nun ganz allgemein für eine stetige Funktion f die Obergrenze
der Intervalls des Untersummen mit

Sb
af := s.

Man überzeugt sich leicht, dass Sb
af sowohl die Eigenschaft der Additivität als auch

der Monotonie hat. Somit ist Fa(t) := St
af eine Stammfunktion von f . Vollkommen

analoge Überlegungen lassen sich für obere Treppenfunktionen und die daraus resultie-
renden Obersummen anstellen. Insbesondere sieht man leicht, dass die Obergrenze der
Untersummen mit der Untergrenze der Obersummen übereinstimmt, da beide Größen
auf dieselbe Stammfunktion von f führen.

1.20 Uneigentliche Integrale: Man bezeichnet Integrale als uneigentlich, wenn ent-
weder der Integrand oder das Integrationsgebiet unbeschränkt sind. Der Fall unbe-
schränkter Integranden erfordert nach dem hier gewählten Zugang im Prinzip keine
gesonderte Behandlung. Beispielsweise ist gemäß (1.1)

∫ 1

0

dx√
x

= 2
√

x
∣

∣

1

0
= 2.

Dagegen existiert das Integral
∫ 1

0

dx

x

nicht, da sich die Stammfunktion ln x nicht stetig in den Ursprung fortsetzen lässt. Für

∫ 1/2

0

dx

x ln2 x
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erhält man zunächst die Stammfunktion −1/ ln x, die an der Stelle x = 0 nicht definiert
ist. Allerdings existiert der Grenzwert limx→0 1/ ln x = 0, sodass die Funktion

F (x) =

{

−1/ ln x für x > 0

0 für x = 0

stetig und damit eine Stammfunktion von f ist. Damit erhält man

∫ 1/2

0

dx

x ln2 x
= F (x)

∣

∣

∣

1/2

0
= − 1

ln(1/2)
− 0 =

1

ln 2
.

Die Grenzwertbildung kann auch direkt in die Integration einbezogen werden,

∫ 1/2

0

dx

x ln2 x
= lim

a→0

( −1

ln x

∣

∣

1/2

a

)

= − 1

ln(1/2)
− lim

a→0

−1

ln a
=

1

ln 2
.

Im Fall unbeschränkter Integrationsgebiete erklärt man die zugehörigen uneigentlichen
Integrale mit Hilfe von Grenzwerten, sofern diese existieren:

• Sei F : (a,∞) → R eine Stammfunktion von f , dann ist
∫ ∞

a

f(x) dx := F (x)
∣

∣

∞
a

:= lim
b→∞

F (b) − F (a).

• Sei F : (−∞, b) → R eine Stammfunktion von f , dann ist

∫ b

−∞
f(x) dx := F (x)

∣

∣

b

−∞ := F (b) − lim
a→−∞

F (a).

• Sei F : (−∞,∞) → R eine Stammfunktion von f , dann ist
∫ ∞

−∞
f(x) dx := F (x)

∣

∣

∞
−∞ := lim

b→∞
F (b) − lim

a→−∞
F (a).

1.21 Beispiel:

• Für α > 1 ist
∫ ∞

1

dx

xα
=

1

(1 − α)xα−1

∣

∣

∣

∞

1
=

1

1 − α

(

lim
b→∞

1

bα−1
− 1

)

=
1

α − 1
.

Für α ≤ 1 existiert das uneigentliche Integral nicht.

• Für α < 1 ist
∫ 1

0

dx

xα
=

1

(1 − α)xα−1

∣

∣

∣

1

0
=

1

1 − α
(1 − 0) =

1

1 − α
.

Für α ≥ 1 existiert das uneigentliche Integral nicht.

•
∫ ∞

−∞

dx

1 + x2
= arctan x

∣

∣

∣

∞

−∞
= lim

b→∞
arctan b − lim

a→−∞
arctan a

= π/2 − (−π/2) = π
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1.22 Existenzkriterien: Anders als bei der Existenz von Grenzwerten von Reihen
können uneigentliche Integrale von Typ

∫ ∞
a

f(x) dx selbst dann existieren, wenn der
Integrand unbeschränkt anwächst. Es ist beispielsweise (ohne dass wir das hier nach-
rechnen könnten)

0 1 2 3 4
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

∫ ∞

0

x sin(x4) dx =

√
2π

8
.

Vollkommen analog zur Untersuchung von Reihen sind aber die folgenden Vergleichs-
kriterien:

• Konvergente Majorante: Wenn
∫ ∞

a
f(x) dx konvergiert und

|g(x)| ≤ f(x) für alle x ≥ x0

für ein x0 ∈ R, oder wenn

lim
x→∞

g(x)

f(x)
existiert,

dann konvergiert auch
∫ ∞

ã
g(x) dx.

• Divergente Minorante: Wenn
∫ ∞

a
f(x) dx divergiert und

0 ≤ f(x) ≤ g(x) für alle x ≥ x0

für ein x0 ∈ R, oder wenn

lim
x→∞

f(x)

g(x)
existiert,

dann divergiert auch
∫ ∞

ã
g(x) dx.

Vollkommen analoge Kriterien gelten auch für uneigentliche Integrale mit unbeschränk-
tem Integranden.

1.23 Beispiel:

•
∫ ∞

0

exp(−x2) dx

existiert, da

lim
x→∞

exp(−x2)

1/x2
= 0

und
∫ ∞
1

dx
x2 nach Beispiel 1.21 existiert.
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•
∫ ∞

1

sin x

x2
dx

existiert, da
∣

∣

∣

∣

sin x

x2

∣

∣

∣

∣

≤ 1

x2
.

•
∫ ∞

0

(π/2 − arctan x) dx

existiert nicht, da

lim
x→∞

1/x

π/2 − arctan x
= 1

und
∫ ∞
1

dx
x

divergiert.

1.24 Integration und Reihenbildung: Integration und Reihenbildung weisen zahl-
reiche Analogien auf. Sei (an)n eine Folge und f eine stetige Funktion, dann ist

F0(t) :=

∫ t

0

f(x) dx, sm :=
m

∑

n=0

an.

Der Differenziation der Stammfunktion entspricht eine Differenzenbildung der Partial-
summen,

F ′
0(t) = f(t), sm − sm−1 = am.

Das uneigentliche Integral und der Reihenwert entstehen durch Grenzwertbildung,

∫ ∞

0

f(x) dx = lim
t→∞

F0(t),
∞

∑

n=0

an = lim
m→∞

sm.

Definiert man die Funktion f als stückweise konstant mit Werten

f(x) = an für n ≤ x < n + 1,

dann gilt

sm =
m

∑

n=0

an =

∫ m+1

0

f(x) dx = F0(m + 1), m ∈ N0.

Hieraus lässt sich das sogenannte Integralkriterium für die Konvergenz von Reihen ab-
leiten: Sei (an)n eine Folge und f eine monoton fallende Funktion mit f(n) = an. Dann
konvergiert das uneigentliche Integral

∫ ∞
0

f(x) dx genau dann, wenn die Reihe
∑∞

n=0 an

konvergiert.
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2 Folgen und Reihen von Funktionen

2.1 Funkionenfolge: Wenn die Glieder fn einer Folge von einem Parameter x ∈
I abhängen, dann spricht dann von einer Funktionenfolge. Die Funktionenfolge heißt
punktweise konvergent, wenn der Grenzwert

f(x) := lim
n→∞

fn(x)

für jedes feste x ∈ I existiert. Man nennt dann f die Grenzfunktion der Funktionenfolge.

2.2 Beispiel:

fn(x) =
n cos x

n + sin x
, I = [0, π/2] ⇒ f(x) = cos x (2.1)

fn(x) = xn, I = [0, 0.9] ⇒ f(x) = 0 (2.2)

fn(x) = xn, I = [0, 1] ⇒ f(x) =

{

0 für 0 ≤ x < 1

1 für x = 1
(2.3)

fn(x) = xn, I = [−1, 1] ⇒ nicht punktweise konvergent (2.4)

fn(x) = 2x(1 + ne−nx2

), I = [0, 1] ⇒ f(x) = 2x. (2.5)

2.3 Achtung: Anhand von (2.3) sieht man, dass die Grenzfunktion f nicht notwendi-
gerweise stetig ist, selbst wenn alle Folgenglieder fn stetig sind. Außerdem gilt hier

lim
x↑1

lim
n→∞

fn(x) = 0,

aber
lim

n→∞
lim
x↑1

fn(x) = 1.

Folgengrenzwert und Funktionsgrenzwert lassen sich also im Allgemeinen nicht vertau-
schen. Im Beispiel (2.5) gilt

∫ 1

0

fn(x) dx = x2 − e−nx2

∣

∣

∣

1

0
= 2 − e−n,

also

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx = lim
n→∞

(2 − e−n) = 2,

aber
∫ 1

0

lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ 1

0

2x dx = 1.

Es lassen sich also auch Integration und Folgengrenzwert im Allgemeinen nicht vertau-
schen. Ebenso gibt es Beispiele dafür, dass sich Differenziation und Folgengrenzwert im
Allgemeinen nicht vertauschen lassen. Wie im Folgenden gezeigt werden wird, sind derar-
tige Vertauschungen aber zulässig, wenn die Konvergenz der Funktionenfolge strengeren
Bedingungen genügt.
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2.4 Gleichmäßige Konvergenz: Sei fn eine auf I punktweise konvergente Funktio-
nenfolge mit Grenzfunktion f . Wenn es eine Nullfolge an gibt mit

|fn(x) − f(x)| ≤ an für alle n ∈ N und x ∈ I,

dann heißt die Funktionenfolge fn gleichmäßig konvergent auf I. Umgekehrt ist eine
Funktionenfolge nicht gleichmäßig konvergent, wenn es eine Folge xn ∈ I gibt, sodass

bn := fn(xn) − f(xn)

keine Nullfolge ist. Alternativ kann man den Sachverhalt auch folgendermaßen aus-
drücken: Die Funktionenfolge fn ist genau dann gleichmäßig konvergent gegen die Funk-
tion f , wenn

cn := sup
x∈I

|fn(x) − f(x)|

eine Nullfolge ist.

2.5 Beispiel [→ 2.2]:

zu (2.1): Die Funktionenfolge ist gleichmäßig konvergent auf I = [0, π/2], denn

|fn(x) − f(x)| =

∣

∣

∣

∣

n cos x

n + sin x
− cos x

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

sin x cos x

n + sin x

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n − 1
=: an,

und an = 1
n−1

ist eine Nullfolge.

zu (2.2): Die Funktionenfolge ist gleichmäßig konvergent auf I = [0, 0.9], denn

|fn(x) − f(x)| = xn ≤ 0.9n =: an und lim
n→∞

an = 0.

zu (2.3): Die Funktionenfolge ist nicht gleichmäßig konvergent. Wählt man beispielsweise
xn := 1 − 1

n
∈ [0, 1], so ist

|fn(xn) − f(xn)| =

(

1 − 1

n

)n

=: bn und lim
n→∞

bn = e−1.

zu (2.4): Die Funktionenfolge ist nicht gleichmäßig konvergent, da sie noch nicht einmal
punktweise konvergent ist.

zu (2.5): Die Funktionenfolge ist nicht gleichmäßig konvergent auf I = [0, 1], denn die Funk-
tion gn(x) = |fn(x)−f(x)| = 2xne−nx2

nimmt ihr Maximum auf [0, 1] an der Stelle
xn = 1/

√
2n an, und es gilt

sup
x∈[0,1]

|fn(x) − f(x)| = gn(xn) =

√

2n

e
=: cn,

wobei cn keine Nullfolge ist.

2.6 Stetigkeit: Wenn fn gleichmäßig gegen f konvergiert und alle fn stetig sind,
dann ist auch f stetig. Überdies lassen sich Folgengrenzwert und Funktionsgrenzwert
vertauschen:

f(x0) = lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x) = lim
n→∞

fn(x0) = f(x0).
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2.7 Vertauschung von Integral und Folgengrenzwert: Wenn fn gleichmäßig auf
I = [a, b] gegen f konvergiert und alle fn integrierbar sind, dann ist auch f integrierbar
und es gilt

lim
n→∞

∫ b

a

fn(x) dx =

∫ b

a

lim
n→∞

fn(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx.

2.8 Vertauschung von Ableitung und Folgengrenzwert: Wenn fn eine Folge ste-
tig differenzierbarer Funktionen ist, die punktweise gegen f konvergiert, und wenn die
Folge der Ableitungen f ′

n gleichmäßig gegen eine Funktion g konvergiert, dann ist f
differenzierbar und es gilt

g = lim
n→∞

f ′
n =

(

lim
n→∞

fn

)′
= f ′.

2.9 Beispiel [→ 2.2]: Wir betrachten nochmals die Funkionenfolge (2.1).

• Mit x0 = 0 gilt

1 = lim
x→0

cos x = lim
x→0

lim
n→∞

n cos x

n + sin x
= lim

n→∞
lim
x→0

n cos x

n + sin x
= lim

n→∞

n cos 0

n + sin 0
= 1

• Es gilt
∫ π/2

0

n cos x

n + sin x
dx = n ln(n + sin x)

∣

∣

∣

π/2

0
= n ln(1 + 1/n)

und damit

1 = lim
n→∞

n ln(1 + 1/n) =

∫ π/2

0

cos x dx = 1.

• Die Funktionen fn sind differenzierbar mit

f ′
n(x) = − sin x + 1

n

(1 + sin x
n

)2
.

Die Funktionenfolge der Ableitungen konvergiert gleichmäßig gegen g(x) = − sin x.
Damit ist auch f(x) = cos x differenzierbar, und es gilt

− sin x = − lim
n→∞

sin x + 1
n

(1 + sin x
n

)2
= (cos x)′ = − sin x.

2.10 Funktionenreihen: Sei gn eine Funktionenfolge auf dem Intervall I, dann defi-
niert man die zugehörige Funktionenreihe als Folge der Partialsummen

fm(x) :=
m

∑

n=0

gn(x), x ∈ I,

und schreibt im Falle der punktweisen Konvergenz

f(x) :=
∞

∑

n=0

gn(x) := lim
m→∞

fm(x).

Eine Funktionenreihe ist also ein Spezialfall einer Funktionenfolge. Die Begriffe der
punktweisen und gleichmäßigen Konvergenz sowie alle Eigenschaften gleichmäßig kon-
vergenter Funktionenfolgen lassen sich somit unmittelbar auf Funktionenreihen über-
tragen. Analog zum Sprachgebrauch bei bei Reihen von Zahlen bezeichnet man mit dem
Begriff

”
Funktionenreihe“ auch die Grenzfunktion. Dies ist nicht korrekt, aber üblich.
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2.11 Gleichmäßige Konvergenz: Wenn es eine Zahlenfolge an gibt mit

|gn(x)| ≤ an, x ∈ I,

und die Reihe
∑∞

n=0 an konvergiert, dann konvergiert die Funktionenreihe
∑∞

n=0 gn(x)
gleichmäßig.

2.12 Stetigkeit: Wenn die Funktionenreihe zur Funkionenfolge gn gleichmäßig gegen
f konvergiert und die Funktionen gn stetig sind, dann ist auch f stetig.

2.13 Vertauschung von Integral und Summation: Wenn die Funktionenreihe
∑∞

n=0 gn

auf dem Intervall I = [a, b] gleichmäßig konvergiert und die Funktionen gn integrierbar
sind, dann ist auch die Grenzfunktion f integrierbar und es gilt

∫ b

a

f(x) dx =

∫ b

a

∞
∑

n=0

gn(x) dx =
∞

∑

n=0

∫ b

a

gn(x) dx.

2.14 Vertauschung von Ableitung und Summation: Wenn die Funktionenreihe
∑∞

n=0 gn konvergiert und die Reihe
∑∞

n=0 g′
n(x) der Ableitungen gleichmäßig konvergiert,

dann ist die Grenzfunktion f differenzierbar und es gilt

f ′(x) =

( ∞
∑

n=0

gn(x)

)′

=
∞

∑

n=0

g′
n(x).

2.15 Beispiel: Die geometrische Reihe

f(x) :=
∞

∑

n=0

xn =
1

1 − x

ist gleichmäßig konvergent auf I = [−r, r], sofern 0 ≤ r < 1 (setze an := rn). Es gilt also
für t ∈ I

− ln(1 − t) =

∫ t

0

f(x) dx =
∞

∑

n=0

∫ t

0

xn dx =
∞

∑

n=0

tn+1

n + 1
= t +

1

2
t2 +

1

3
t3 + · · · .
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3 Taylor-Reihen

3.1 Potenzreihen: Eine Funktionenreihe der Form

p(x) = a0 + a1(x − x0) + a2(x − x0)
2 + · · · =

∞
∑

n=0

an(x − x0)
n

heißt Potenzreihe mit Entwicklungspunkt x0 und Koeffizienten an. Man definiert den
zugehörigen Konvergenzradius

R :=
(

lim
n→∞

n
√

|an|
)−1

bzw. R =

(

lim
n→∞

|an+1|
|an|

)−1

,

wobei die zweite Formel anstelle der ersten nur verwendet werden darf, wenn der Grenz-
wert tatsächlich existiert. Wenn der Grenzwert in der Klammer 0 ist, setzt man formal
R = ∞; falls die Folge n

√

|an| unbeschränkt ist, setzt man R = 0. Die Potenzreihe ist

• punktweise konvergent auf (x0 − R, x0 + R),

• gleichmäßig konvergent auf [x0 − r, x0 + r] für jedes r < R,

• divergent für |x − x0| > R.

Das Verhalten für |x−x0| = R muss gesondert untersucht werden. Die Menge aller x, für
die die Potenzreihe p konvergiert, heißt Konvergenzbereich und wird mit Ip bezeichnet.

3.2 Beispiel:

• Für p(x) =
∑∞

n=1
2n

n
(x−2)n kann man den Konvergenzradius nach beiden Formeln

berechnen,

R =

(

lim
n→∞

n

√

2n

n

)−1

=

(

lim
n→∞

n · 2n+1

(n + 1) · 2n

)−1

=
1

2
.

Für x = 5/2 erhält man eine divergente und für x = 3/2 eine nach dem Leibniz-
Kriterium konvergente Reihe. Die Potenzreihe konvergiert also für x∈Ip =[3/2, 5/2).

• Für

p(x) =
∞

∑

n=0

nxn2

= x + 2x4 + 3x9 + 4x16 + · · ·

liefert nur die erste Formel ein Resultat. Die Folge n
√

|an| hat hier die Form

0,
1
√

1, 0, 0,
4
√

2, 0, 0, 0, 0,
9
√

3, , 0, 0, 0, 0, 0, 0,
16
√

4, 0, . . .

Diese Folge ist nicht konvergent, aber der größte Häufungswert ist 1, also R = 1.
Für x = ±1 ist die Reihe divergent und somit Ip = (−1, 1).

• Für p(x) =
∑∞

n=0 n! xn erhält man R = 0 und somit Ip = {0}.

• Für p(x) =
∑∞

n=0
1
n!

xn erhält man R=∞ und somit Ip = R.
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3.3 Eigenschaften:

• Jede Potenzreihe konvergiert für x = x0 gegen den Wert p(x0) = a0. In der Sum-
menschreibweise p(x) =

∑∞
n=0 an(x − x0)

n wird also formal 00 = 1 gesetzt.

• Für |x − x0| < R ist die Funktion p(x) beliebig oft stetig differenzierbar und die
Ableitungen können durch gliedweises Differenzieren bestimmt werden,

p′(x) =
∞

∑

n=1

nan (x − x0)
n−1

p(k)(x) =
∞

∑

n=k

n!
(n−k)!

an (x − x0)
n−k.

Der Summationsbereich ist also immer so gewählt, dass keine negativen Potenzen
auftreten. Insbesondere gilt für alle k ∈ N0

p(k)(x0) = k! ak. (3.1)

• Unbestimmte und bestimmte Integrale können durch gliedweise Integration be-
stimmt werden. Für a, b, x ∈ Ip gilt also

∫

p(x) dx =
∞

∑

n=0

an

n + 1
(x − x0)

n+1 + const

∫ b

a

p(x) dx =
∞

∑

n=0

an

n + 1
(bn+1 − an+1).

• Die Konvergenzradien der integrierten oder differenzierten Potenzreihen stimmen
mit dem der ursprünglichen Potenzreihe überein, d.h., Rp = Rp′ = RR

p.

• Abelscher Grenzwertsatz: Ist eine Potenzreihe in einem Randpunkt konvergent, so
ist sie auch dort (einseitig) stetig.

• Eindeutigkeitssatz: Zwei Potenzreihen stimmen genau dann überein, wenn alle Ko-
effizienten übereinstimmen.

3.4 Taylor-Reihe: Sei f eine im Punkt x0 beliebig oft differenzierbare Funktion. Wenn
p(x) =

∑∞
n=0 an(x − x0)

n eine Potenzreihe ist, die mit f auf Ip übereinstimmt, so muss
gemäß (3.1) gelten

f (n)(x0) = p(n)(x0) = n! an ⇒ an :=
f (n)(x0)

n!
.

Die Potenzreihe

Tf(x) :=
∞

∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n (3.2)

heißt Taylor-Reihe der Funktion f im Entwicklungspunkt x0. Wenn man nur endlich
viele Summanden berücksichtigt, dann erhält man das Taylor-Polynom

Tmf(x) :=
m−1
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n

der Ordnung m von f im Entwicklungspunkt x0.
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3.5 Beispiel:

• f(x) = ex, Entwicklungspunkt x0 = 0,

Tf(x) =
∞

∑

n=0

xn

n!
, T4f(x) = 1 + x +

x2

2
+

x3

6
.

• f(x) = ex, Entwicklungspunkt x0 = 1,

Tf(x) =
∞

∑

n=0

e(x − 1)n

n!
, T2f(x) = e + e(x − 1).

• f(x) = 1
1−x

, Entwicklungspunkt x0 = 0,

Tf(x) =
∞

∑

n=0

xn, T5f(x) = 1 + x + x2 + x3 + x4.

3.6 Regeln:

T (f + g) = Tf + Tg

T (f · g) = Tf · Tg

T (f ′) = (Tf)′

T (
∫

f) =
∫

(Tf)

3.7 Restglied: Für die Abweichung zwischen Funktionswert und Taylor-Polynom gilt
Folgendes: Es gibt eine Zahl ξ zwischen x0 und x, sodass

f(x) = Tm(x) + Rm(x), Rm(x) =
f (m)(ξ)

m!
(x − x0)

m.

Rm(x) heißt Restglied in Lagrange-Form. Es gilt f(x) = Tf(x) genau dann, wenn Rm(x)
eine Nullfolge ist. Die Menge aller dieser x wird mit If bezeichnet.

3.8 Bemerkungen:

• Ein Funktion, deren Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt x0 einen positiven Kon-
vergenzradius hat und im Konvergenzbereich mit ihrer Taylor-Reihe übereinstimmt,
d.h., If = ITf , heißt analytisch im Punkt x0.

• Alle elementaren Funktionen (rationale Funktionen, expx, sin x, cos x, ln x) sowie
deren Verkettung oder Umkehrung sind im Inneren ihres Definitionsgebietes ana-
lytisch.

• Es gibt Funktionen, die beliebig oft differenzierbar, aber nicht analytisch sind.

• Mit der Substitution h := x − x0 kann eine Taylor-Reihe (3.2) in die Form

Tf(x0 + h) =
∞

∑

n=0

f (n)(x0)

n!
hn

gebracht werden. Analoges gilt für das Taylor-Polynom.
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• T2(x) ist die Tangente an den Graphen von f im Punkt x0.

• Tm(x) ist eine gute Approximation für f(x), sofern x ≈ x0. Faustregel: Die Appro-
ximation ist um so besser, je näher x bei x0 liegt und je größer m ist.

3.9 Beispiel:

ex =
∞

∑

n=0

xn

n!
, If = R

sin x =
∞

∑

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
, If = R

cos x =
∞

∑

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
, If = R

1

1 − x
=

∞
∑

n=0

xn, If = (−1, 1)

ln(1 + x) =
∞

∑

n=1

(−1)n+1 xn

n
, If = (−1, 1]

3x

1 − x
=

∞
∑

n=0

3xn+1, If = (−1, 1)

1

(1 − x)2
=

∞
∑

n=1

nxn−1 If = (−1, 1)

1

1 + x2
=

∞
∑

n=0

(−1)nx2n, If = (−1, 1)

arctan x =
∞

∑

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
, If = (−1, 1]

sin x

x
=

∞
∑

n=0

(−1)n x2n

(2n + 1)!
, If = R

sinh x =
∞

∑

n=0

x2n+1

(2n + 1)!
, If = R

cosh x =
∞

∑

n=0

x2n

(2n)!
, If = R

(x − 1)4 = 1 − 4x + 6x2 − 4x3 + x4, If = R

exp(−1/x2) = 0, If = {0}

3.10 Landau-Symbole: Das Landau-Symbol O(xm) steht für eine beliebige Funktion,
die mindestens den Faktor xm enthält. Genauer gesagt schreibt man f(x) = O(xm),
wenn sich f in der Form f(x) = xmg(x) schreiben lässt, wobei die Funktion g stetig im
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Ursprung ist. Es gilt beispielsweise

7x4 = O(x4), 7x4 − 2x6 = O(x4), 7x4 = O(x3), 7x4 6= O(x5), cos x − 1 = O(x2).

Mit Hilfe der Landau-Symbole schreibt man im Fall x0 = 0

f(x) =
m−1
∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn + O(xm) = Tmf(x) + O(xm).

Für beliebiges x0 schreibt man

f(x) =
m−1
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
(x − x0)

n + O
(

(x − x0)
m

)

oder besser

f(x0 + h) =
m−1
∑

n=0

f (n)(x0)

n!
hn + O(hm).

3.11 Rechenregeln:

O(xn) + O(xm) = O(xk), k = min(n,m)

f(x)O(xn) = O(xn), falls f stetig

O(xn) · O(xm) = O(xn+m)

O(xn)/O(xm) 6= O(xn−m) (im Allgemeinen)

O(xn)/xm = O(xn−m)

O(un) = O(xnm), falls u = O(xm)

f
(

x0 + O(xn)
)

= f(x0) + O(xn), falls f differenzierbar

3.12 Verkettete Funktionen: Ausgehend von der Formel

f(x) = Tmf(x) + O(xm)

und den bekannten Taylor-Reihen elementarer Funktionen lassen sich Taylor-Polynome
verketteter Funktionen ohne die Berechnung von Ableitungen bestimmen.

3.13 Beispiel:

• f(x) = e−x2

, gesucht T6f . Mit u = −x2 erhält man

f(x) = 1 + u +
u2

2
+ O(u3) = 1 − x2 +

x4

2
+ O(x6),

also T6f(x) = 1 − x2 + x4/2.

• f(x) = tan x, gesucht T6f . Mit sin x = x − x3

6
+ x5

120
+ O(x7) und cos x = 1 − x2

2
+

x4

24
+ O(x6) erhält man zunächst

tan x =
sin x

cos x
=

x − x3

6
+ x5

120
+ O(x7)

1 − x2

2
+ x4

24
+ O(x6)

.
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Die Substitution u = x2/2 − x4/24 + O(x6) liefert

tan x =

(

x − x3

6
+

x5

120
+ O(x7)

)

·
(

1 + u + u2 + O(u3)
)

.

Rücksubstitution ergibt

tan x =

(

x − x3

6
+

x5

120
+ O(x7)

)

·
(

1 +
x2

2
− x4

24
+

x4

4
+ O(x6)

)

= x+
x3

3
+

2x5

15
+O(x7).

Also ist T6f(x) = x + x3/3 + 2x5/15.

3.14 Bestimmung von Grenzwerten: Grenzwerte vom Typ

lim
x→x0

f(x)

g(x)
, f(x0) = g(x0) = 0,

lassen sich ohne die Regel von l’Hospital bestimmen, indem man die Taylor-Entwicklung
von f und g bis zum ersten von Null verschiedenen Term explizit bestimmt.

3.15 Beispiel:

• f(x) = sin(x2) = x2 + O(x3), g(x) = 1 − cos x = x2/2 + O(x3), also

lim
x→0

sin(x2)

1 − cos x
= lim

x→0

x2 + O(x3)

x2/2 + O(x3)
= lim

x→0

1 + O(x)

1/2 + O(x)
= 2.

• f(x) = x3(e2x − 1) = 2x4 + O(x5), g(x) = ln(1 + x3) = x3 + O(x4), also

lim
x→0

x3(e2x − 1)

ln(1 + x3)
= lim

x→0

2x4 + O(x5)

x3 + O(x4)
= lim

x→0

2x + O(x2)

1 + O(x)
= 0.

• f(x) = x2 − sin x2 = x6/6 + O(x7), g(x) = (1 − cos x)3 = x6/8 + O(x7), also

lim
x→0

x2 − sin x2

(1 − cos x)3
= lim

x→0

x6/6 + O(x7)

x6/8 + O(x7)
= lim

x→0

1/6 + O(x)

1/8 + O(x)
=

4

3
.

3.16 Minima/Maxima: Sei f ′(x0) = · · · = f (k−1)(x0) = 0, dann gilt

Tf(x0 + h) = f(x0) +
f (k)(x0)

k!
hk + O(hk+1).

Daraus kann man folgendes ablesen:

• Wenn k ungerade ist, dann hat f im Punkt x0 einen Wendepunkt.

• Wenn k gerade ist und f (k)(x0) > 0, dann hat f im Punkt x0 ein lokales Minimum.

• Wenn k gerade ist und f (k)(x0) < 0, dann hat f im Punkt x0 ein lokales Maximum.

3.17 Beispiel: Die Funktion

f(x) := cos(x) + cosh(x) = 2 + x4/12 + O(x5)

hat an der Stelle x0 = 0 ein lokales Minimum.
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4 Fourier-Reihen

4.1 Trigonometrische Reihen: Eine Funktionenreihe der Form

t(x) =
a0

2
+ a1 cos x + b1 sin x + a2 cos 2x + b2 sin 2x + a3 cos 3x + b3 sin 3x + · · ·

=
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos nx +
∞

∑

n=1

bn sin nx (4.1)

heißt trigonometrische Reihe mit Koeffizienten an, bn.

4.2 Eigenschaften:

• t konvergiert gleichmäßig auf ganz R, wenn es Konstanten α, β > 1 gibt, sodass

lim
n→∞

nαan = lim
n→∞

nβbn = 0.

Die Funktion t ist dann stetig.

• t ist k-mal stetig differenzierbar, wenn es Konstanten α, β > k + 1 gibt, sodass

lim
n→∞

nαan = lim
n→∞

nβbn = 0.

Die Ableitungen sind wieder trigonometrische Reihen, deren Koeffizienten sich
durch gliedweises Differenzieren bestimmen lassen.

• Das Integral
∫

t(x) dx ist genau dann eine trigonometrische Reihe, wenn a0 = 0.

• Die Funktion t ist 2π-periodisch, d.h.,

t(x + 2π) = t(x), x ∈ R.

• t ist genau dann eine gerade Funktion, wenn alle bn verschwinden.

• t ist genau dann eine ungerade Funktion, wenn alle an verschwinden.

4.3 Orthogonalitätsrelationen: Für beliebige n,m ∈ N0 gilt
∫ 2π

0

cos nx sin mxdx = 0

∫ 2π

0

cos nx cos mxdx =











2π falls n = m = 0

π falls n = m > 0

0 sonst
∫ 2π

0

sin nx sin mxdx =

{

π falls n = m > 0

0 sonst

Durch Anwendung der Orthogonalitätsrelationen sieht man, dass zwischen einer trigo-
nometrischen Reihe und ihren Koeffizienten der folgende Zusammenhang besteht:

anπ =

∫ 2π

0

t(x) cos nx dx, bnπ =

∫ 2π

0

t(x) sin nx dx. (4.2)

Insbesondere ist

a0π =

∫ 2π

0

t(x) dx.
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4.4 Periodische Funktion: Eine Funktion f heißt L-periodisch, wenn

f(x + L) = f(x), x ∈ R

für eine Zahl L > 0. Eine L-periodische Funktion ist auch kL-periodisch für alle k ∈ N.
Die Periode einer Funktion ist definiert als die kleinste Zahl L > 0, für die die Funktion
L-periodisch ist. Eine L-periodische Funktion ist durch ihre Werte auf einem beliebigen
Intervall der Länge L vollständig bestimmt.

4.5 Fourier-Reihe: Sei f : R → R eine 2π-periodische Funktion, die stückweise stetig
differenzierbar ist, d.h., der Graph von f besitzt höchstens endlich viele Sprungstellen
oder Knicke. Wenn t eine trigonometrische Reihe gemäß (4.1) ist, die mit f überein-
stimmt, dann muss wegen (4.2) für die Koeffizienten gelten

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos nx dx, bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin nx dx. (4.3)

Die trigonometrische Reihe

Ff(x) :=
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos nx +
∞

∑

n=1

bn sin nx

mit Koeffizienten gemäß (4.3) heißt Fourier-Reihe der Funktion f . Wenn man nur endlich
viele Summanden berücksichtigt, so erhält man das trigonometrische Fourier-Polynom

Fmf(x) :=
a0

2
+

m−1
∑

n=1

an cos nx +
m−1
∑

n=1

bn sin nx

der Ordnung m.

4.6 Bemerkungen:

• a0/2 = 1
2π

∫ 2π

0
f(x) dx ist der Mittelwert der Funktion f .

• Wenn f gerade ist, dann ist f eine reine Cosinus-Reihe, d.h., bn = 0, n ∈ N.

• Wenn f ungerade ist, dann ist f eine reine Sinus-Reihe, d.h., an = 0, n ∈ N0.

• Das Integral
∫ 2π

0
in der Definition der Koeffizienten kann durch ein beliebiges

anderes Integral über ein Intervall der Länge 2π ersetzt werden, z.B. durch
∫ π

−π
.

• Wenn f eine stetige, stückweise glatte Funktion ist, dann konvergiert die Fourier-
Reihe gleichmäßig und es gilt Ff(x) = f(x) für alle x.

• Wenn f stückweise glatt, aber unstetig ist, dann gilt Ff(x) = f(x) nur für Ste-
tigkeitspunkte. Wenn f an der Stelle x unstetig ist, dann konvergiert die Fourier-
Reihe dort gegen den Mittelwert Ff(x) = (f(x + 0) + f(x − 0))/2. Die Konver-
genz ist nicht gleichmäßig. Vielmehr beobachtet man in der Nähe von Sprungstel-
len für alle Fourier-Polynome ein Überschwingen mit asymptotisch etwa 9% der
Sprunghöhe – das sogenannte Gibbs’sche Phänomen.
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4.7 Beispiel: f(x) = max(0, x) für x ∈ [−π, π).

an =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos nx dx =











π/2 für n = 0

−2/(πn2) für n = 1, 3, 5, . . .

0 für n = 2, 4, 6, . . .

bn =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin nx dx = (−1)n+1/n

Damit ergibt sich die Fourier-Reihe

Ff(x) =
π

4
− 2

π

∞
∑

n=1

1

(2n − 1)2
cos(2n − 1)x −

∞
∑

n=1

(−1)n

n
sin nx

und das Fourier-Polynom der Ordnung 4

F4f(x) =
π

4
− 2

π
cos x − 2

9π
cos 3x + sin x − 1

2
sin 2x +

1

3
sin 3x.

Setzt man speziell x = 0, so erhält man

Ff(0) = f(0) = 0 =
π

4
− 2

π

∞
∑

n=1

1

(2n − 1)2

und damit

1 +
1

9
+

1

25
+

1

49
· · · =

π2

8
.
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4.8 Beliebige Periode: Hat die gegebene Funktion f die Periode L, dann kann man
diese durch die Transformation

g(x) := f(x/ω), ω :=
2π

L

auf eine 2π-periodische Funktion g transformieren. Durch Rücktransformation der Fourier-
Reihe von g erhält man für f die verallgemeinerte Fourier-Reihe

Ff(x) =
a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos nωx +
∞

∑

n=1

bn sin nωx

mit Koeffizienten

an =
2

L

∫ L

0

f(x) cos nωx dx

bn =
2

L

∫ L

0

f(x) sin nωx dx.

4.9 Fourier-Reihe in komplexer Form: Mit Hilfe der Eulerschen Formel

einx = cos nx + i sin nx

kann man die Fourier-Reihe (4.1) auch in der Form

Ff(x) =
∞

∑

n=−∞
cne

inx

schreiben. Dabei sind die Koeffizienten gegeben durch

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(x)e−inx dx =











1
2
a0 für n = 0

1
2
(an − ibn) für n > 0

1
2
(a−n + ib−n) für n < 0.
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5 Funktionen mehrerer Veränderlicher

5.1 Der Raum R
m: Die Menge aller geordneter n-Tupel

R
m := {X = (x1, x2, . . . , xm)T : x1 ∈ R, . . . , xm ∈ R}

heißt m-dimensionaler Punktraum. Die reellen Zahlen x1, . . . , xm heißen Koordinaten
von X. Für m = 1, 2, 3 schreibt man auch

X = x, X =

[

x
y

]

, X =





x
y
z



 .

Mit den Definitionen

X ± Y := (x1 ± y1, x2 ± y2, . . . , xm ± ym)T

cX := (cx1, cx2, . . . , cxm)T , c ∈ R

〈X,Y 〉 := X · Y := x1y2 + x2y2 + · · · + xmym

‖X‖ :=
√

〈X,X〉
gilt

‖cX‖ = |c| · ‖X‖, c ∈ R

‖X + Y ‖ ≤ ‖X‖ + ‖Y ‖
‖X − Y ‖ ≥ ‖X‖ − ‖Y ‖

〈X,Y 〉 ≤ ‖X‖ · ‖Y ‖

5.2 Konvergenz von Folgen: Eine Folge (Xk)k∈N von Punkten in Xk = (x1,k, . . . , xm,k)
T

in R
n heißt konvergent, wenn alle Koordinatenfolgen kovergent sind. Der Grenzwert X0

ist dann gegeben durch

X0 :=









lim
k→∞

x1,k

...
lim
k→∞

xm,k









und man schreibt
lim

k→∞
Xk = X0.

Ein Folge, die nicht konvergent ist, heißt divergent.

• Die Folge Xk konvergiert genau dann gegen X0, wenn ‖Xk − X0‖ eine Nullfolge
ist.

• Seien Xk und Yk konvergente Folgen mit Grenzwert X0 bzw. Y0. Dann gilt

lim
k→∞

(Xk + Yk) = X0 + Y0, lim
k→∞

cXk = cX0

lim
k→∞

〈Xk, Yk〉 = 〈X0, Y0〉, lim
k→∞

‖Xk‖ = ‖X0‖.
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5.3 Beispiel:

• Die Folge (Xk)k∈N mit Xk = (1/k, k
√

k)T ist konvergent zum Grenzwert

X0 = lim
k→∞

Xk =

[

lim
k→∞

1/k

lim
k→∞

k
√

k

]

=

[

0
1

]

.

• Die Folge (Xk)k∈N mit Xk = (1/k, 3, k)T ist divergent, da die dritte Koordinate
divergiert.

5.4 Topologische Begriffe:

• Die Menge
Uε(X0) := {X ∈ R

m : ‖X − X0‖ < ε}
heißt ε-Umgebung von X0.

• Ein Punkt X0 heißt innerer Punkt der Menge M , wenn es eine ε-Umgebung Uε(X0)
gibt, die vollständig in M enthalten ist.

• Eine Menge M ⊂ R
m heißt offen, wenn alle ihre Punkte innere Punkte sind.

• Ein Punkt X0 heißt Häufungspunkt der Menge M , wenn es eine Folge Xk von
Punkten in M gibt, die gegen X0 konvergiert.

• Eine Menge M ⊂ R
n heißt abgeschlossen, wenn sie alle ihre Häufungspunkte

enthält.

• Eine Menge M ⊂ R
n heißt beschränkt, wenn es eine Konstante R gibt, sodass für

alle X in M gilt ‖X‖ < R.

• Eine Menge M ⊂ R
m heißt kompakt, wenn sie beschränkt und abgeschlossen ist.

5.5 Beispiel:

• Die Menge M = Uε(X0) ist offen und beschränkt.

• Die Menge M = Kε(X0) := {X ∈ R
m : ‖X − X0‖ ≤ ε} ist kompakt.

• Die Menge M = R
n ist offen und abgeschlossen, aber nicht beschränkt.

• Die leere Menge M = ∅ ist offen und kompakt.

• Die Menge M = Kε(X0)\{0} ist weder offen noch abgeschlossen, aber beschränkt.

5.6 Bemerkungen:

• Eine Menge M ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement

MC := {X ∈ R
n : X /∈ M}

offen ist.

• Seien M1 und M2 offen. Dann sind auch M1 ∪ M2 und M1 ∩ M2 offen.

• Seien M1 und M2 abgeschlossen. Dann sind auch M1 ∪ M2 und M1 ∩ M2 abge-
schlossen.
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5.7 Funktionen mehrerer Veränderlicher: Sei M ⊂ R
m. Eine Vorschrift f : M →

R, die jedem Element X ∈ M eine reele Zahl y = f(X) = f(x1, . . . , xm) zuordnet, heißt
skalare (oder reelle) Funktion von m Veränderlichen mit Definitionsgebiet M .

5.8 Spezielle Funktionen:

• Sei c ∈ R, dann ist f(X) = c eine konstante Funktion.

• Sei L ∈ R
m, dann ist f(X) = 〈L,X〉 = LT X eine lineare Funktion.

• Sei A eine (m×m)-Matrix, dann ist f(X) = 〈X,AX〉 = XT AX eine quadratische
Funktion.

• f(X) = ‖X − P‖ ist die Abstands-Funktion zum Punkt P .

Dabei ist jeweils das Definitionsgebiet M = R
m möglich.

5.9 Stetigkeit: Sei f := M → R eine Funktion und X0 ∈ M ein Punkt im Definiti-
onsgebiet. Die Funktion f heißt stetig im Punkt X0, wenn für jede Folge Xk in M , die
gegen X0 konvergiert, gilt

lim
k→∞

f(Xk) = f( lim
k→∞

Xk) = f(X0).

Anderenfalls heißt f unstetig im Punkt X0. Die Funktion f heißt stetig auf M ′ ⊂ M ,
wenn sie in allen Punkten von M ′ stetig ist.

5.10 Bemerkungen:

• Konstante, lineare und quadratische Funktionen sowie Abstands-Funktionen sind
stetig auf R

m.

• Wenn f : R
m → R und g : R

m → R stetig sind, dann sind auch f ± g, fg sowie
max(f, g) und min(f, g) stetig. Der Quotient f/g ist stetig in X0, falls g(X0) 6= 0.

• Wenn M kompakt ist und f : M → R stetig, dann nimmt f auf M sein Maximum
und sein Minimum an, d.h., es gibt Punkte Xmin und Xmax in M mit

f(Xmin) ≤ f(X) ≤ f(Xmax) für alle X ∈ M.

5.11 Beispiel:

• f(x, y) = x2 sin(x − y3) + xy ist stetig auf R
2.

• Die Funktion

f(x, y) =

{

x2y2

x2+y2 für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0)

ist stetig auf R
2.

• Die Funktion

f(x, y) =

{

xy
x2+y2 für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0)

ist stetig auf R
2\{(0, 0)} und unstetig in (0, 0).
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5.12 Vektorfelder: Seien f1, . . . , fn skalare Funktionen mit einem gemeinsamen Defi-
nitionsgebiet M ⊂ R

m. Die daraus gebildete Funktion F : M → R
n mit

F (X) =







f1(X)
...

fn(X)






=







f1(x1, . . . , xm)
...

fn(x1, . . . , xm)







heißt vektorwertige Funktion von m Veränderlichen oder auch kurz Vektorfeld. Die Funk-
tionen f1, . . . , fn heißen Koordinatenfunktionen. F ist genau dann stetig, wenn alle Ko-
ordinatenfunktionen stetig sind.

5.13 Spezielle Funktionen:

• Sei C ∈ R
n, dann ist F (X) = C eine konstante Funktion.

• Sei A eine (n × m)-Matrix, dann ist F (X) = AX eine lineare Funktion.

• Id(X) := X ist die identische Abbildung (oder kurz die Identität). Dies ist die
lineare Abbildung mit A = E. Wenn das Definitionsgebiet auf die Menge M ⊂ R

m

eingeschränkt ist, dann schreibt man auch IdM .

5.14 Verkettung: Seien G := R
k → R

m und F : R
m → R

n zwei Vektorfelder. Dann
ist die verkettete Funktion V := F ◦ G definiert durch

V : R
k → R

n, V (X) := F (G(X)).

Wenn F und G stetig sind, dann ist auch V = F ◦ G stetig.

5.15 Umkehrfunktion: Sei F : M → R
m ein Vektorfeld mit Bildbereich

B := {F (X) : X ∈ M} ⊂ R
m.

Wenn es eine Funktion G : B → M gibt mit

G ◦ F = IdM , F ◦ G = IdB,

dann heißt G Umkehrfunktion von F und man schreibt G = F−1.

5.16 Beispiel: Sei M = R × (−π/2, π/2) und

F (p, q) =

[

ep cos q
ep sin q

]

, G(x, y, z) =

[

x + y
xz

]

,

dann ist

F−1(r, s) =

[

1
2
ln(r2 + s2)

arctan(s/r)

]

, V (x, y, z) =

[

ex+y cos xz
ex+y sin xz

]

.
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5.17 Visualisierung mit Matlab: Wichtige Matlab-Grafik-Befehle sind: axis, camlight,

cameratoolbar, clf, close, colormap, contour, cylinder, figure, grid, hold,

light, linspace, mesh, meshgrid, plot, plot3, shading, subplot, surf, title,

view.

• Eine Funktion F := [a, b] → R
d heißt Kurve in R

d. Kurven in R
2 und R

3 können
mit Hilfe der Befehle plot und plot3 dargestellt werden.

– Kurve in R
2, F (t) = [t cos t, t sin t]T , t ∈ [0, 10].

t = linspace(0,10); % 100 Punkte im Intervall [0,10]

x = t.*cos(t); % x-Koordinaten

y = t.*sin(t); % y-Koordinaten

plot(x,y); % Kurve plotten

– Weg in R
3, F (t) = [cos t, sin t, t/5]T , t ∈ [0, 6π].

t = linspace(0,6*pi,300); % 300 Punkte im Intervall [0,6*pi]

h = plot3(cos(t),sin(t),t/5,’r’); % rote Kurve plotten

set(h,’LineWidth’,3); % Liniendicke einstellen

grid on; % Koordinatengitter anzeigen

axis equal % einheitliche Achsenskalierung

• Eine Funktion F : [a, b] × [c, d] → R kann mit Hilfe der Befehle mesh und surf

dargestellt werden.

– F (x, y) = x cos(x2 + y2), (x, y) ∈ [−1, 1] × [0, 2].

x = linspace(-1,1,30); % 30 x-Werte im Intervall [-1,1]

y = linspace( 0,2,30); % 30 y-Werte im Intervall [ 0,2]

[x,y] = meshgrid(x,y); % Punktegitter erzeugen

z = x.*cos(x.^2+y.^2); % z-Koordinaten

mesh(x,y,z); % Flaeche als Kurvennetz darstellen

cameratoolbar; % interaktive Tools einschalten

– wie zuvor, aber mesh-Befehl ersetzen durch

surf(x,y,z); % Flaeche schattiert darstellen

shading interp; % ohne Linien, glatter Farbverlauf

camlight; % Lichtquelle einschalten

• Eine Abbildung F : [a, b]× [c, d] → R
3 heißt Fläche. Flächen können ebenfalls mit

Hilfe der Befehle mesh und surf dargestellt werden.

– F (u, v) = (uv, u, u2 − v2), (u, v) ∈ [−1, 1]2.

u = linspace(-1,1); % 100 u-Werte im Intervall [-1,1]

v = linspace(-1,1); % 100 v-Werte im Intervall [-1,1]

[u,v] = meshgrid(u,v); % Punktegitter erzeugen

h= surf(u.*v,u,u.^2-v.^2); % Flaeche schattiert darstellen

shading interp; % ohne Linien, glatter Farbverlauf

colormap(copper); % Farbskala waehlen

cameratoolbar; % interaktive Tools einschalten

camlight; % Lichtquelle einschalten

set(h,’AmbientStrength’,0.7) % Flaeche aufhellen
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6 Differenziation

Gradient: Sei M ⊂ R
m eine offene Menge, X0 ∈ M ein Punkt darin und f : M → R

eine skalare Funktion. Wenn es einen Zeilenvektor G gibt, sodass

f(X0 + H) = f(X0) + GH + r(H),

wobei für den Restterm r gilt

lim
H→0

r(H)

‖H‖ = 0,

dann heißt f differenzierbar im Punkt X0 und G heißt Gradient von f im Punkt X0.
Gängige Schreibweisen für den Gradienten sind

G = ∇f(X0) = grad f(X0) = Df(X0).

Nicht üblich ist dagegen im Fall m > 1 die Schreibweise f ′(X0).

6.1 Differenziation spezieller Funktionen: (vgl. Seite 31)

• Für die konstante Funktion f(X) = c ist ∇f(X0) = 0.

• Für die lineare Funktion f(X) = LT X ist ∇f(X0) = LT .

• Für die quadratische Funktion f(X) = XT AX ist ∇f(X0) = XT
0 (AT + A). Wenn

A symmetrisch ist, gilt insbesondere ∇f(X0) = 2XT
0 A.

• Die Abstands-Funktion f(X) = ‖X − P‖ ist differenzierbar für X0 6= P und es

gilt ∇f(X0) = (X0−P )T

‖X0−P‖ .

6.2 Regeln: Seien f und g differenzierbare Funktionnen, dann gilt:

• f + g ist differenzierbar mit ∇(f + g) = ∇f + ∇g.

• fg ist differenzierbar mit ∇(fg) = f∇g + g∇f .

• f/g ist differenzierbar mit ∇(f/g) = g∇f−f∇g
g2 , sofern der Nenner nicht Null ist.

6.3 Partielle Ableitungen: Die Elemente des Zeilenvektors ∇f bezeichnet man als
partielle Ableitungen von f und schreibt

∇f =

[

∂f

∂x1

, . . . ,
∂f

∂xn

]

oder auch ∇f = [fx1
, . . . , fxm

] .

Man berechnet die k-te partielle Ableitung ∂f/∂xk, indem man alle Argumente von
f(x1, . . . , xm) mit Ausnahme von xk selbst als konstant betrachtet und dann in der übli-
chen Weise nach der einen Variablen xk ableitet.

Wenn f differenzierbar ist, dann existieren die partiellen Ableitungen. Umgekehrt folgt
aus der Existenz der partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit von f nur dann, wenn
die partiellen Ableitungen stetig sind.
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6.4 Beispiel:

• Für f(x, y) = x sin(y − x) ist

∂f

∂x
(x, y) = fx(x, y) = sin(x − y) − x cos(y − x)

∂f

∂y
(x, y) = fy(x, y) = x cos(y − x)

∇f(x, y) = [sin(x − y)−x cos(y − x), x cos(y − x)] .

• Für f(X) = x2
1 + x2

2 + · · · + x2
m ist

∂f

∂xk

(X) = 2xk, ∇f(X) = 2XT .

• Für f(x, y, z) = xyz ist ∇f(x, y, z) = [yz, xz, xy].

6.5 Richtungsableitung: Sei R ∈ R
m ein Vektor mit Länge ‖R‖ = 1 und g(t) :=

f(X0 + tR). Dann bezeichnet man die reelle Zahl

∇Rf(X0) := g′(0) = ∇f(X0)R

als Richtungsableitung von f in Richtung R. Sie gibt die Steigung der Funktion f an,
wenn man sich vom Punkt X0 aus in Richtung R bewegt. Der maximale Wert der
Richtungsableitung tritt für R = ∇f(X0)/‖∇f(X0)‖ auf. Der Gradient zeigt also in
Richtung des steilsten Anstiegs von f .

6.6 Partielle Ableitungen zweiter Ordnung: Man definiert die Ableitungen zwei-
ter Ordnung einer Funktion f : R

m → R durch

∂2f

∂xi ∂xj

:=
∂

∂xi

(

∂f

∂xj

)

, i, j = 1, . . . ,m.

Üblich ist auch die Schreibweise

fxi xj
=

∂2f

∂xi ∂xj

.

Die (m × m)-Matrix aller zweiten Ableitungen heißt Hesse-Matrix,

∇2f :=















∂2f
∂x1 ∂x1

∂2f
∂x1 ∂x2

· · · ∂2f
∂x1 ∂xm

∂2f
∂x2 ∂x1

∂2f
∂x2 ∂x2

· · · ∂2f
∂x2 ∂xm

...
...

...
∂2f

∂xm ∂x1

∂2f
∂xm ∂x2

· · · ∂2f
∂xm ∂xm















.

Nach dem Satz von Schwarz ist die Reihenfolge der Ableitungen vertauschbar, wenn die
zweiten partiellen Ableitungen stetig sind. Das heißt,

∂2f

∂xi ∂xj

=
∂2f

∂xj ∂xi

.

In diesem Fall ist die Hesse-Matrix also symmetrisch.
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6.7 Beispiel: f(X) = f(x, y, z) = xy + yz3 + x4. Mit ∇f(X) = [y + 4x3, x + z3, 2yz]
ist

∂2f

∂x2
(X) = fxx(X) = 12x2

∂2f

∂x ∂y
(X) = fxy(X) = fyx(X) = 1

∂2f

∂x ∂z
(X) = fxz(X) = fzx(X) = 0

∂2f

∂y2
(X) = fyy(X) = 0

∂2f

∂y ∂z
(X) = fyz(X) = fzy(X) = 3z2

∂2f

∂z2
(X) = fzz(X) = 2y.

Die Hesse-Matrix ist

∇2f(X) =





12x2 1 0
1 0 3z2

0 3z2 2y



 .

6.8 Ableitungen höherer Ordnung: Die partiellen Ableitungen dritter Ordnung de-
finiert man durch

∂3f

∂xi ∂xj ∂xk

:=
∂

∂xi

(

∂2f

∂xj ∂xk

)

.

Dieses rekursive Prinzip wird analog für Ableitungen beliebiger Ordnung fortgesetzt.
Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen kann im Falle der Stetigkeit wieder beliebig
vertauscht werden.

6.9 Beispiel [→ 6.7]: Die einzigen von Null verschiedenen Ableitungen dritter Ord-
nung sind

∂3f

∂x3
(X) = fxxx(X) = 24x

∂3f

∂y ∂z2
(X) = fyzz(X) = fzyz(X) = fzzy(X) = 6z

und die einzigen von Null verschiedenen Ableitungen vierter Ordnung sind

∂4f

∂x4
(X) = fxxxx(X) = 24

∂4f

∂y ∂z3
(X) = fyzzz(X) = fzyzz(X) = fzzyz(X) = fzzzy(X) = 6.

Alle Ableitungen höherer Ordnung sind Null.
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6.10 Differenziation von Vektorfeldern: Ein Vektorfeld F : R
m → R

n heißt dif-
ferenzierbar im Punkt X0, wenn alle Koordinatenfunktionen f1, . . . , fn im Punkt X0

differenzierbar sind. Die aus den Gradienten der Koordinatenfunktionen zusammenge-
setzte (n × m)-Matrix

DF (X) :=











∇f1(X)
∇f2(X)

...
∇fn(X)











heißt Ableitung (oder auch Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix) von F .

6.11 Beispiel:

•
F (x, y, z) =

[

xy + z2

zex

]

⇒ DF (x, y, z) =

[

y x 2z
zex 0 ex

]

.

•

F (t) =





1
t
t3



 ⇒ DF (t) =





0
1

3t2



 .

6.12 Kettenregel: Seien G : R
k → R

m und F : R
m → R

n differenzierbar, dann ist die
verkettete Funktion V : F ◦ G : R

k → R
n differenzierbar und es gilt

DV (X) = DF (P ) · DG(X), wobei P = G(X).

Die Matrizen DF (P ) und DG(X) haben Dimensionen (n × m) bzw. (m × k), sodass
die Produktmatrix DV (X) die korrekte Dimension (n× k) hat. Achtung: Im Gegensatz
zum Fall einer Variablen muss die Reihenfolge der inneren und äußeren Ableitung bei
der Multiplikation beachtet werden.

6.13 Beispiel:

• (vgl. Seite 32)

P =

[

p
q

]

= G(X) =

[

x + y
xz

]

, DG(X) =

[

1 1 0
z 0 x

]

DF (P ) = ep

[

cos q − sin q
sin q cos q

]

= ex+y

[

cos xz − sin xz
sin xz cos xz

]

DV (x, y, z) = DF (P ) · DG(X) = ex+y

[

cos xz − z sin xz cos xz −x sin xz
sin xz + z cos xz sin xz x cos xz

]

.

• f := R
m → R, G : R → R

m, G(t) = X0 +tR. Hier ist v(t) = f(G(t)) = f(X0 +tR)
eine einfache reelle Funktion. Es gilt

v′(t) = ∇F (X0 + tR) · R und insbesondere v′(0) = ∇f(X0)R = ∇Rf(X0).

v′(0) ist also die Richtungsableitung von f in Richtung R (vgl. Seite 36).
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7 Taylor-Reihen in mehreren Veränderlichen

7.1 Potenzreihen in zwei Veränderlichen: Sei X −X0 = H = (h, k)T . Eine Funk-
tionenreihe der Form

p(X) = p(X0 + H) = a0,0 + a1,0h + a0,1k + a2,0h
2 + a1,1hk + a0,2k

2 + · · ·

=
∞

∑

ℓ=0

∞
∑

n=0

aℓ,n hℓkn

heißt Potenzreihe im Punkt X0. Durch partielles Ableiten erhält man analog zu (3.1)
auf Seite 20 die Formel

∂ℓ
x ∂n

y p(X0) = ℓ! n! aℓ,n. (7.1)

7.2 Taylor-Reihen in zwei Veränderlichen: Sei f : R
2 → R eine beliebig oft diffe-

renzierbare Funktion. Wenn p eine Potenzreihe ist, die mit f auf ihrem Konvergenzgebiet
übereinstimmt, dann muss gemäß (7.1) gelten

aℓ,n =
∂ℓ

x ∂n
y f(X0)

ℓ! n!
.

Die Potenzreihe

Tf(X) =
∞

∑

ℓ,n=0

∂ℓ
x ∂n

y f(X0)

ℓ! n!
hℓkn

heißt Taylor-Reihe der Funktion f im Entwicklungspunkt X0. Wenn man nur endlich
viele Summanden berücksichtigt, so erhält man das Taylor-Polynom

Tmf(X) =
ℓ+n<m
∑

ℓ,n=0

∂ℓ
x ∂n

y f(X0)

ℓ! n!
hℓkn

der Ordnung m von f im Entwicklungspunkt X0. Insbesondere gilt

T1f(X) = f(X0)

T2f(X) = f(X0) + ∇f(X0) · H

T3f(X) = f(X0) + ∇f(X0) · H +
1

2
HT · ∇2f(X0) · H.

Das Taylor-Polynom dritter Ordnung ist als durch Wert, Gradient und Hesse-Matrix im
Punkt X0 bestimmt. Für das Restglied gilt qualitativ

rm(X) = f(X) − Tmf(X) = O(‖H‖m),

d.h., es bleibt nach Division durch ‖H‖m noch stetig im Punkt X0.

7.3 Taylor-Polynom in m Veränderlichen: Die obigen Formeln für T1f, T2f und
T3f sind analog auch für Funktionen f : R

m → R gültig. Es gilt also ganz allgemein

T1f(X) = f(X0)

T2f(X) = f(X0) + ∇f(X0) · H

T3f(X) = f(X0) + ∇f(X0) · H +
1

2
HT · ∇2f(X0) · H

.
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7.4 Beispiel:

• f(x, y) = (1 + 3y2)ex, x0 = y0 = 0. Man erhält

∂ℓ
x∂

n
y f(x, y) =



















(1 + 3y2)ex für n = 0

6yex für n = 1

6ex für n = 2

0 für n ≥ 3

⇒ ∂ℓ
x∂

n
y f(0, 0) =



















1 für n = 0

0 für n = 1

6 für n = 2

0 für n ≥ 3

und damit

T3f(x, y) = 1 + x +
1

2
x2 + 3y2

T4f(x, y) = 1 + x +
1

2
x2 + 3y2 +

1

6
x3 + 3xy2

T5f(x, y) = 1 + x +
1

2
x2 + 3y2 +

1

6
x3 + 3xy2 +

1

24
x4 +

3

2
x2y2

Tf(x, y) =
∞

∑

ℓ=0

xℓ

ℓ!
+

6xℓy2

ℓ! 2!
= (1 + 3y2)

∞
∑

ℓ=0

xℓ

ℓ!
= (1 + 3y2)ex.

• f(x, y) = 6x − sin xy, x0 = 1/2, y0 = π. Man erhält

f(X) = 6x − sin xy, f(X0) = 2

fx(X) = 6 − y cos xy, fx(X0) = 6

fy(X) = −x cos xy, fy(X0) = 0

fxx(X) = y2 sin xy, fxx(X0) = π2

fxy(X) = − cos xy + xy sin xy, fxy(X0) = π/2

fyy(X) = x2 sin xy, fyy(X0) = 1/4

und damit

T3(X) = T3(X0 + H) = 2 + 6h +
π2

2
h2 +

π

2
hk +

1

8
k2

= 2 + [6, 0]H +
1

2
HT ·

[

π2 π/2
π/2 1/4

]

· H.

7.5 Beispiel: Taylor-Polynome in mehreren Veränderlichen können gelegentlich auch
aus den bekannten Taylor-Reihen für elementare Funktionen hergeleitet werden. Gesucht
sei z.B. T4f für f(x, y) = 1/(cos(2x− 4y) + x + 8y2) und x0 = y0 = 0. Dann erhält man

f(x, y) =
1

1 + x + 8y2 − (2x−4y)2

2
+ O(‖X‖4)

=
1

1 + (x − 2x2 + 8xy + O(‖X‖4))

= 1 − (x − 2x2 + 8xy) + (x − 2x2 + 8xy)2 − (x − 2x2 + 8xy)3 + O(‖X‖4)

= 1 − (x − 2x2 + 8xy) + (x2 − 4x3 + 16x2y) − (x3) + O(‖X‖4)

= 1 − x + 3x2 − 8xy − 5x3 + 16x2y + O(‖X‖4).

Also ist
T4f(x, y) = x − 3x2 + 8xy − 8y2 + 5x3 + 16x2y.
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8 Extrema

8.1 Minimum/Maximum: Eine reellwertige Funktion f : M → R mit Definitionsge-
biet M ⊂ R

m besitzt im Punkt X0 ein lokales Minimum bzw. Maximum, wenn für eine
hinreichend kleine ε-Umgebung Bε(X0) von X0 (siehe Seite 30) gilt

f(X) ≤ f(X0) bzw. f(X) ≥ f(X0) für alle X ∈ Bε(X0) ∩ M.

Minima und Maxima bilden zusammen die Menge der Extrema.

8.2 Notwendige Bedingung: ei f differenzierbar. Wenn f im Punkt X0 ein Extre-
mum besitzt und X0 ein innerer Punkt von M ist, dann verschwindet dort der Gradient,

∇f(X0) = [0, . . . , 0].

8.3 Kritische Punkte: Ein innerer Punkt X0 ∈ M heißt kritischer Punkt oder auch
stationärer Punkt von f , wenn der Gradient dort verschwindet, ∇f(X0) = [0, . . . , 0].
Ein kritischer Punkt, der kein Extremum ist, heißt Sattelpunkt.

8.4 Beispiel:

• f(x, y) = x2 + 2y2 hat Gradient ∇f(x, y) = [2x, 4y]. Der einzige kritische Punkt
ist X0 = (0, 0)T . Die Funktion f hat dort ein Minimum, da f(X) ≥ f(X0) = 0 für
alle X ∈ R

2.

• f(x, y) = xy hat Gradient ∇f(x, y) = [y, x]. Der einzige kritische Punkt ist X0 =
(0, 0)T . Die Funktion f hat dort einen Sattelpunkt, da f in jeder Umgebung von
X0 sowohl positive als auch negative Funktionswerte annimmt. Man betrachte
beispielsweise die Werte f(t, t) = t2 und f(−t, t) = −t2 für beliebiges t ∈ R.

• f(x, y) = x − x3 − xy2 hat Gradient
∇f(x, y) = [1− 3x2 − y2,−2xy]. Null-
setzen des Gradienten ergibt die kriti-
schen Punkte Nullsetzen des Gradien-
ten ergibt die kritischen Punkte

X0 =

[

0
1

]

, X1 =

[

0
−1

]

X2 =

[√
3/3
0

]

, X3 =

[

−
√

3/3
0

]

.

Mit f(x, y) = x(1−x2−y2) sieht man,
dass das Vorzeichen von f in den grau
schattierten Bereichen positiv und in
den übrigen Bereichen negativ ist. Al-
so handelt es sich bei X0 und X1 um
Sattelpunkte, bei X2 um ein Minimum
und bei X3 um ein Maximum.
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8.5 Quadratische Funktionen: Sei A eine invertierbare und symmetrische (m×m)-
Matrix. Die quadratische Funktion

f(X) = a + LT X +
1

2
XT AX

hat den Gradienten
∇f(X) = LT + XT A

und den kritischen Punkt
X0 = −A−1L.

Für ein beliebiges X und H := X − X0 erhält man

f(X) − f(X0) = LT H + XT
0 AH +

1

2
HT AH =

1

2
HT AH =

1

2
HT V DV T H,

wobei D = diag(λ1, . . . , λm) die Diagonalmatrix der Eigenwerte von A und V die zu-
gehörige orthogonale Matrix der Eigenvektoren ist. Mit P := V T H erhält man

f(X) − f(X0) =
1

2
P T DP =

1

2
(λ1p

2
1 + λ2p

2
2 + · · · + λmp2

m).

• Wenn alle Eigenwerte positiv sind, heißt die Matrix A positiv definit. Dann ist
f(X) − f(X0) ≥ 0 und f hat an der Stelle X0 ein Minimum.

• Wenn alle Eigenwerte negativ sind, heißt die Matrix A negativ definit. Dann ist
f(X) − f(X0) ≤ 0 und f hat an der Stelle X0 ein Maximum.

• Wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt, heißt die Matrix A
indefinit. Dann hat f hat an der Stelle X0 einen Sattelpunkt.

Spezialfall f := R
2 → R: Hier gilt λ1λ2 = det A und λ1 + λ2 = a11 + a22. Damit folgt

det A > 0 und a11 > 0 ⇒ A positiv definit ⇒ Minimum
det A > 0 und a11 < 0 ⇒ A negativ definit ⇒ Maximum
det A < 0 ⇒ A indefinit ⇒ Sattelpunkt.

8.6 Beispiel:

• f(x, y, z) = 3 − 4y + 4z + x2 + 3y2 + 3z2 + 2yz. Hier ist

a = 3, L =





0
−4

4



 , A =





2 0 0
0 6 2
0 2 6



 ⇒ X0 = −A−1L =





0
1

−1



 .

Die Matrix A hat die Eigenwerte λ1 = 2, λ2 = 4, λ3 = 8. Also ist A positiv definit
und die Funktion f hat an der Stelle X0 ein Minimum.

• f(x, y) = 2 + x2 + xy − y2. Hier ist a = 2, L = (0, 0)T und

A =

[

2 1
1 −2

]

.

Wegen det A = −5 hat f an der Stelle X0 = (0, 0)T einen Sattelpunkt.

• f(x, y) = −1 − 3x2 + xy − y2. Hier ist a = −1, L = (0, 0)T und

A =

[

−6 1
1 −2

]

.

Wegen det A = 11 und a11 = −6 hat f an der Stelle X0 = (0, 0)T ein Maximum.
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8.7 Charakter kritischer Punkte: Sei f : R
m → R und X0 ein kritischer Punkt.

Dann hat das quadratische Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt X0 die Form

T3f(X0 + H) = f(X0) +
1

2
HT AH, A := ∇2f(X0).

Wenn die Hesse-Matrix A

• positiv definit ist, dann hat T3f und damit auch f an der Stelle X0 ein Minimum.

• negativ definit ist, dann hat T3f und damit auch f an der Stelle X0 ein Maximum.

• indefinit ist, dann hat T3f und damit auch f an der Stelle X0 einen Sattelpunkt.

• Determinante 0 hat, dann müssen für die Bestimmung des Charakters des kriti-
schen Punktes Taylor-Polynome höherer Ordnung herangezogen werden.

Für den Spezialfall m = 2 können die Kriterien der vorigen Seite verwendet werden.

8.8 Beispiel:

• Für f(x, y) = x2 + 2y2 − x2y hat der Gradient ∇f(x, y) = [2x(1− y), 4y − x2] die
Nullstellen

X0 =

[

0
0

]

, X1 =

[

2
1

]

, X2 =

[

−2
1

]

.

Die Hesse-Matrix ist

A := ∇2f(x, y) =

[

2 − 2y −2x
−2x 4

]

.

Für X = X0 gilt

A =

[

2 0
0 4

]

, det A = 8, a11 = 2.

Also hat f hat an der Stelle X0 ein Minimum. Für X = X2 bzw. X = X3 gilt

A =

[

0 ±4
±4 4

]

, det A = −16.

Also hat f an den Stellen X1 und X2 einen Sattelpunkt.

• Für f(X) = (1 + x2 + yz)ey hat der Gradient ∇f(X) = ey[2x, 1 + z + x2 + yz, y]
die Nullstelle X0 = [0, 0, −1]T . Die Hesse-Matrix

∇2f(X0) =





2 0 0
0 −1 1
0 1 0





hat die Eigenwerte λ1 = 2, λ2,3 = (−1 ±
√

5)/2 und ist deshalb indefinit. f hat
also an der Stelle X0 einen Sattelpunkt.
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9 Integrale mit Parametern

9.1 Parameterintegral: Sei f := R
2 → R eine stückweise stetige Funktion, dann ist

g(y) :=

∫ b

a

f(x, y) dx

ein sogenanntes Parameterintegral.

9.2 Integration: Es gilt

∫ d

c

g(y) dy =

∫ d

c

[
∫ b

a

f(x, y) dx

]

dy =

∫ b

a

[
∫ d

c

f(x, y) dy

]

dx.

Die Integrationsreihenfolge darf also vertauscht werden.

9.3 Differenziation: Wenn die partielle Ableitung fy existiert und stetig ist, dann ist
g differenzierbar und es gilt

g′(y) =

∫ b

a

fy(x, y) dx.

Integration und Differenziation dürfen dann also vertauscht werden.

9.4 Beispiel:

• Für f(x, y) = xexy und [a, b] = [0, 2] ist

g(y) =
(xy − 1)exy

y2

∣

∣

∣

∣

∣

2

0

=
(2y − 1)e2y + 1

y2
.

Die Bestimmung von
∫ d

c
g(y) dy auf direktem Weg ist schwieriger als durch Ver-

tauschung der Integrationreihenfolge. Für [c, d] = [0, 1] erhält man

∫ 1

0

f(x, y) dy = ex,y
∣

∣

∣

1

0
= ex − 1

und damit
∫ 1

0

g(y) dy =

∫ 2

0

(ex − 1) dx = ex − x
∣

∣

∣

2

0
= e2 − 3.

• Für f(x, y) = ln xy und [a, b] = [1, 2] ist

g(y) = x(ln xy − 1)
∣

∣

∣

2

1
= ln y + ln 4 − 1 und damit g′(y) =

1

y
.

Mit fy(x, y) = 1/y ist genauso

g′(y) =

∫ 2

1

dx

y
=

x

y

∣

∣

∣

2

1
=

1

y
.
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9.5 Variable Integrationsgrenzen: Wenn auch die Integrationsgrenzen von y abhängen,
dann erhält man

g(y) :=

∫ b(y)

a(y)

f(x, y) dx.

Wenn a(y), b(y) und fy(x, y) stetig sind, dann ist g differenzierbar und es gilt

g′(y) =

∫ b(y)

a(y)

fy(x, y) dx + f(b(y), y)b′(y) − f(a(y), y)a′(y).

9.6 Beispiel: Ist wie zuvor f(x, y) = ln xy, aber a(y) = y2 −1 und b(y) = y2 +1, dann
erhält man

g(y) = x(ln xy − 1)
∣

∣

∣

y2+1

y2−1
= (y2 + 1)(ln(y2 + 1)y − 1) − (y2 − 1)(ln(y2 − 1)y − 1).

Die direkte Berechnung der Ableitung ist schwieriger als die Verwendung der Formel

g′(y) =

∫ y2+1

y2−1

dx

y
+ 2y ln(y2 + 1)y − 2y ln(y2 − 1)y =

2

y
+ 2y ln

y2 + 1

y2 − 1
.
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10 Kurvenintegrale

10.1 Kurve in R
n: Eine stetige, stückweise differenzierbare Funktion

X : [a, b] → R
n, X(t) =







x1(t)
...

xn(t)







heißt Kurve in R
n. Das Argument t heißt auch Parameter der Kurve. Die Bildmenge

K := {X(t) : t ∈ [a, b]}

wird auch als Spur der Kurve X bezeichnet. Verschiedene Kurven können dieselbe Spur
besitzen.

10.2 Beispiel:

• Die Kurve X(t) = [r cos t, r sin t]T , t ∈ [0, 2π], besitz als Spur einen Kreis mit
Radius r um den Ursprung.

• Die Kurven

X(t) =

[

cos t

sin t

]

, t ∈ [0, π] und Y (t) =

[

t√
1 − t2

]

, t ∈ [−1, 1]

besitzen beide dieselbe Spur K, nämlich einen Halbkreis mit Radius 1.

• Die Kurve X(t) = [r cos t, r sin t, ct]T , t ∈ R, beschreibt eine Schraubenlinie.

10.3 Tangente: Die Tangente an die Kurve X im Punkt X(t0) ist gegeben durch das
lineare Taylor-Polynom

T2X(t) = X(t0) + (t − t0)X
′(t0).

Dabei enthält der Tangentenvektor

X ′(t0) =







x′
1(t0)

...
x′

n(t0)







die Werte der Ableitungen aller Koordinatenfunktionen.

10.4 Länge einer Kurve: Die Länge L der Spur der Kurve X : [a, b] → R
n ist gegeben

durch

L =

∫ b

a

‖X ′(t)‖ dt.

Wenn X an endlich vielen Stellen nicht differenzierbar ist, dann können diese bei der
Berechnung de Integrals vernachlässigt werden. Interpretiert man t als die Zeit und X(t)
als die Position eines Teilchens zum Zeitpunkt t im Raum, dann ist ‖X ′(t)‖ der Betrag
der Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t. Der zurückgelegte Weg berechnet sich also als
Integral über den Betrag der Geschwindigkeit.
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10.5 Beispiel:

• Für X(t) = [r cos t, r sin t]T , t ∈ [0, 2π], ist

X ′(t) =

[

−r sin t
r cos t

]

, ‖X ′(t)‖ = r, L =

∫ 2π

0

r dt = 2πr.

• Für X(t) = [t, 2t + |t|]T , t ∈ [−1, 1], ist

X ′(t) =



























[

1

1

]

für t < 0

[

1

3

]

für t > 0

, ‖X ′(t)‖ =







√
2 für t < 0,

√
10 für t > 0.

Damit erhält man

L =

∫ 0

−1

√
2 dt +

∫ 1

0

√
10 dt =

√
2 +

√
10.

• Wenn die Spur einer Kurve als Graph einer Funktion f : [a, b] → R gegeben ist,
dann ist deren Länge

L =

∫ b

a

√

1 + f ′(t)2 dt.

10.6 Arbeitsintegral: Sei F := M → R
n ein Vektorfeld mit Definitionsgebiet M ⊂

R
n und X : [a, b] → M eine Kurve in M mit Spur K. Dann ist das Arbeitsintegral von

F längs K definiert durch

W :=

∫ b

a

F (X(t)) · X ′(t) dt,

wobei der Punkt das Skalarprodukt der Vektoren F (X(t)) und X ′(t) bezeichnet. Das
Arbeitsintegral besitzt folgende physikalische Interpretation: Wenn auf ein Teilchen, das
sich entlang des Weges X bewegt, eine Kraft F wirkt, so ist W die Arbeit, die an dem
Teilchen verrichtet wird. Wegen X ′ = dX/dt schreibt man auch

W =

∫

K

F (X) · dX.

10.7 Beispiel:

1. Für

F (x, y) =

[

x + y
xy

]

und X(t) =

[

t2

t

]

, t ∈ [0, 1]

ist

W =

∫ 1

0

[

t + t2

t3

]

·
[

2t
1

]

dt =

∫ 1

0

= 2t2 + 3t3 dt =
17

12
.



15. April 2009 48

2. Für

F (x, y) =

[

2xy
x2 + y2

]

und X(t) =

[

t cos t
t sin t

]

, t ∈ [0, π/2]

ist

W =

∫ π/2

0

[

2t2 cos t sin t
t2

]

·
[

cos t − t sin t
sin t + t cos t

]

dt

=

∫ π/2

0

t2 sin t(2 cos2 t + 1) + t3 cos t(1 − 2 sin2 t) dt =
π3

24
.

3. Für

F (x, y) =

[

2xy
x2 + y2

]

und X(t) =

[

0
t

]

, t ∈ [0, π/2]

ist

W =

∫ π/2

0

[

0
t2

]

·
[

0
1

]

dt =

∫ π/2

0

t2 dt =
π3

24
.

10.8 Unabhängigkeit von der Parametrisierung: Sei g : [ã, b̃] → R eine monoton
wachsende Funktion mit Wertebereich [a, b] = [g(ã), g(b̃)]. Dann ist mit t = g(τ)

X̃(τ) := X(g(τ)) = X(t), τ ∈ [ã, b̃],

eine orientierungserhaltende Umparametrisierung de Kurve X, d.h., X̃ und X besitzeb
dieselbe Spur K und haben dieselbe Orientierung. Die zugehörigen Arbeitsintegrale W
und W̃ sind nach der Substitutionsregel identisch,

W :=

∫ b

a

F (X(t)) · X ′(t) dt =

∫ b̃

ã

F (X̃(t)) · X̃ ′(t) dt =: W̃ .

Wenn g eine monoton fallende Funktion ist, dann stimmen die erzeugten Kurven eben-
falls überein, aber die Orientierung ändert sich. Es gilt dann W = −W̃ . Der Wert
des Arbeitsintegrals hängt also nur vom Vektorfeld F , der Spur K und der gewählten
Orientierung ab.

10.9 Beispiel:

4. siehe Bsp. 1 auf Seite 47: Mit t = sin τ, τ ∈ [0, π/2], ist

X̃(τ) = X(sin(τ)) =

[

sin2 τ
sin τ

]

, X̃ ′(τ) =

[

2 sin τ cos τ
cos τ

]

und

W =

∫ π/2

0

[

sin2 τ + sin τ
sin3 τ

]

·
[

2 sin τ cos τ
cos τ

]

dτ

=

∫ π/2

0

(3 sin3 τ cos τ + 2 sin2 τ cos τ) dτ =
3

4
sin4 τ +

2

3
sin3 τ =

17

12

wie zuvor.
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5. Sei K der positiv orientierte Rand des Kreises um den Ursprung mit Radius r und

F (x, y) =

[ −y
x2+y2

x
x2+y2

]

, M = R
2\(0, 0).

Zunächst muss eine Parametrisierung X der Spur K gefunden werden, z.B.

X(t) =

[

r cos t
r sin t

]

, t ∈ [0, 2π].

Damit ist

W =

∫ 2π

0

[ −r sin t
r2

r cos t
r2

]

·
[

−r sin t
r cos t

]

dt =

∫ 2π

0

1 dt = 2π.

10.10 Abschätzung: Für das Arbeitsintegral gilt die Abschätzung
∫ b

a

F (X(t)) · X ′(t) dt ≤ max
a≤t≤b

‖F (X(t))‖ · L,

wobei L die Länge der Spur von X bezeichnet.

10.11 Potenzial: Wenn es eine Funktion ϕ : M → R gibt mit ∇ϕ = F T , dann heißt
ϕ Potenzial des Vektorfelds F . Es gilt dann nach der Kettenregel

(ϕ(X(t))′ = ∇ϕ(X(t))X ′(t) = F (X(t)) · X ′(t)

und damit für das Arbeitsintegral
∫ b

a

F (X(t)) · X ′(t) dt =

∫ b

a

(ϕ(X(t))′ dt = ϕ(X(b)) − ϕ(X(a)).

Das heißt, dass der Wert des Arbeitsintegrals nur vom Anfangs- und Endpunkt, nicht
aber vom Verlauf der Kurve X abhängig ist. Insbesondere verschwindet das Weginte-
gral für geschlossene Kurven, also für Kurven, bei denen der Anfangspunkt mit dem
Endpunkt übereinstimmt.

10.12 Bedingungen für die Existenz eines Potenzials: Wenn das Vektorfeld F =
[f1, . . . , fn]T ein zweimal stetig differenzierbares Potenzial ϕ besitzt, dann gilt nach dem
Satz von Schwarz

∂2ϕ

∂xi ∂xj

=
∂2ϕ

∂xj ∂xi

und deshalb
∂fj

∂xi

=
∂fi

∂xj

(10.1)

für alle 1 ≤ j < i ≤ n. Im Fall n = 2 ergibt sich eine einzige Bedingung für das
Vektorfeld F (x, y) = [f(x, y), g(x, y)]T , nämlich

fy = gx. (10.2)

Die angegebenen Bedingungen sind also notwendig für die Existenz eines Potenzials.
Sie sind auch hinreichend, sofern das Definitionsgebiet M von F offen und einfach
zusammenhängend ist, d.h., wenn jede geschlossene Kurve in M auf einen Punkt zu-
sammengezogen werden kann. Das Potenzial ist dann bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt.
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10.13 Beispiel:

• Für

F (x, y) =

[

2xy
x2 + y2

]

und

ist die Bedingung (10.2) wegen

fy(x, y) = gx(x, y) = 2x

erfüllt. Das Potenzial bestimmt man wie folgt:

2xy = ϕx = ⇒ ϕ =

∫

2xy dx = x2y + c(y).

Durch Ableiten erhält man

x2 + y2 = ϕy = x2 + c′(y) ⇒ c(y) =

∫

y2 dy =
y3

3
.

Also ist die Funktion

ϕ(x, y) = x2y +
y3

3

ein Potenzial. Für die beiden Wege in den Beispielen 2 und 3 auf Seite 48 gilt

X(0) =

[

0
0

]

, X(1) =

[

0
π/2

]

und damit

W = ϕ(0, π/2) − ϕ(0, 0) =
π3

24
.

• Für

F (x, y, z) =





f(x, y, z)
g(x, y, z)
h(x, y, z)



 =





sin y
x cos y + sin z
y cos z + 2z





lauten die Bedingungen (10.1)

fy = gx = cos y, fz = hx = 0, gz = hy = cos z

und man erhält

sin y = ϕx(x, y, z) ⇒ ϕ(x, y, z) =

∫

sin y dx = x sin y + c(y, z)

x cos y + sin z = ϕy(x, y, z) = x cos y + cy(y, z) ⇒ c(y, z) =

∫

sin z dy = y sin z + d(z)

y cos z + 2z = ϕz(x, y, z) = y cos z + d′(z) ⇒ d(z) =

∫

2z dz = z2

ϕ(x, y, z) = x sin y + y sin z + z2.
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• siehe Bsp. 5. auf Seite 49. Hier ist

fy = gx =
y2 − x2

(x2 + y2)2
.

Dennoch gibt es kein Potenzial, da das Definitionsgebiet M = R
2\(0, 0) des Vek-

torfelds nicht einfach zusammenhängend ist. Deshalb ist es auch möglich, dass das
Arbeitsintegral über den geschlossenen Weg X nicht 0 ist. Die formale Rechnung

−y

x2 + y2
= ϕx(x, y) ⇒ ϕ = arctan y/x + c(y)

x

x2 + y2
=

x

x2 + y2
+ c′(y) ⇒ c(y) = 0

ϕ(x, y) = arctan y/x

liefert kein Potenzial, da ϕ für x = 0 nicht definiert ist.
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11 Integrale in R
n

11.1 Intervalle in R
n: Seien A = [a1, . . . , an] und B = [b1, . . . , bn] zwei Punkte in R

n

mit ai ≤ bi, dann ist die Menge

I := [A,B] := {X ∈ R
n : ai ≤ xi ≤ bi}

ein abgeschlossenes Intervall in R
n.

11.2 Integrale über Intervallen: Sei I = [A,B] ein Intervall in R
n und f : I → R

eine stückweise stetige Funktion. Dann definiert man das Integral von f über I als
geschachtelte eindimensionale Integrale,

∫

I

f(X) dX :=

∫ b1

x1=a1

∫ b2

x2=a2

· · ·
∫ bn

xn=an

f(x1, x2, . . . , xn) dxn · · · dx2dx1.

Gemäß Absatz 9.2 kann die Reihenfolge der eindimensionalen Integrale beliebig ver-
tauscht werden. Insbesondere gilt für den zweidimensionalen Fall und das Intervall
I = [a, b] × [c, d]

∫

I

f(X) dX :=

∫ b

x=a

∫ d

y=c

f(x, y) dydx =

∫ d

y=c

∫ b

x=a

f(x, y) dxdy.

11.3 Beispiel:

• Für f(X) = 1 erhält man für das Integral das Volumen des Intervalls I,
∫

I

1 dX = (b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bn − an).

• f(x, y) = 2x cos(x2 − y), I = [0, 1] × [−1, 1].

∫

I

f(X) dX =

∫ 1

y=−1

∫ 1

x=0

2x cos(x2 − y) dxdy

=

∫ 1

y=−1

(

sin(1 − y) − sin(y)
)

dy = 1 − cos(2)

oder auch

∫

I

f(X) dX =

∫ 1

x=0

∫ 1

y=−1

2x cos(x2 − y) dxdy

=

∫ 1

x=0

2x
(

sin(x2 + 1) − sin(x2 − 1)
)

dx = 1 − cos(2).

• f(x, y) = g(x)h(y), I = [a, b] × [c, d].

∫

I

f(X) dX =

∫ b

x=a

∫ d

y=c

g(x)h(y) dydx =

∫ b

x=a

g(x) dx ·
∫ d

y=c

h(y) dy.

Das Integral des Produkts ist hier also gleich dem Produkt der Integrale. Analoges
gilt auch in mehreren Veränderlichen.
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• f(x, y, z) = x + y + z, I = [0, 1]3.

∫

I

f(X) dX =

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0

∫ 1

z=0

(x + y + z) dzdydx

=

∫ 1

x=0

∫ 1

y=0

(x + y + 1/2) dydx =

∫ 1

x=0

(x + 1) dx = 3/2.

• f(x, y) = min(x, y), I = [0, 1]2.

∫

I

f(X) dX =

∫ 1

x=0

[
∫ x

y=0

y dy +

∫ 1

y=x

x dy

]

dx =

∫ 1

x=0

(x2/2 + x(1 − x)) dx =
1

3
.

11.4 Gebietsintegral: Sei G ⊂ R
n eine kompakte, stückweise glatt berandete Menge

in R
n und f : G → R eine stückweise stetige Funktion. Sei G̃ = [A,B] ⊃ G ein Intervall,

das G enthält und f̃ die Fortsetzung von f auf G̃ durch die Nullfunktion,

f̃(x) :=

{

f(x) für x ∈ G

0 für x 6∈ G.

Dann definiert man das Gebietsintegral

∫

G

f(X) dX :=

∫

G̃

f̃(X) dX.

Für f(X) = 1 erhält man das Volumen V =
∫

G
dX von G. Im zweidimensionalen Fall

bezeichnet man das Volumen auch als Flächeninhalt von G.

11.5 Projizierbare Mengen: Wir betrachten der Einfachkeit halber nur Teilmengen
in R

2. Das Vorgehen in höheren Dimensionen ist analog.

• Wenn es zwei Funktionen c(x), d(x) gibt mit c(x) ≤ d(x) und

G = {(x, y) : a ≤ x ≤ b und c(x) ≤ y ≤ d(x)},

dann heißt G y-projizierbar und man erhält

∫

G

f(x, y) dxdy =

∫ b

x=a

∫ d(x)

y=c(x)

f(x, y) dydx.

• Wenn es zwei Funktionen a(y), b(y) gibt mit a(y) ≤ b(y) und

G = {(x, y) : a(y) ≤ x ≤ b(y) und c ≤ y ≤ d},

dann heißt G x-projizierbar und man erhält

∫

G

f(x, y) dxdy =

∫ d

y=c

∫ b(y)

x=a(y)

f(x, y) dxdy.
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11.6 Beispiel:

• G = {(x, y) : x2 + y2 ≤ r2 und y ≥ 0} ist ein Halbkreis in der oberen Halbebene
mit Radius r. Er ist projizierbar in x-Richtung mit [a, b] = [−r, r], c(x) = 0 und
d(x) =

√
r2 − x2. Für f(x, y) = 2x2y erhält man

∫

G

f(X) dX =

∫ r

x=−r

∫

√
r2−x2

y=0

2x2y dydx =

∫ r

x=−r

x2(r2 − x2) dx =
4

15
r2.

• Sei G das Dreieck mit Ecken (0, 0), (2, 0), (1, 1) und f(x, y) = 1
1+x

. G ist sowohl
in x- als auch in y-Richtung projizierbar und man erhält

– entweder [a, b] = [0, 2], c(x) = 0, d(x) = min(x, 2 − x),

∫

G

f(X) dX =

∫ 1

x=0

∫ x

y=0

1

1 + x
dydx +

∫ 2

x=1

∫ 2−x

y=0

1

1 + x
dydx

=

∫ 1

x=0

x

1 + x
dx +

∫ 2

x=1

2 − x

1 + x
dx

= (1 − ln 2) + (−1 + 3 ln 3 − 3 ln 2) = 3 ln 3 − 4 ln 2

– oder a(y) = y, b(y) = 2 − y, [c, d] = [0, 1],

∫

G

f(X) dX =

∫ 1

y=0

∫ 2−y

x=y

1

1 + x
dxdy =

∫ 1

y=0

(

ln(3 − y) − ln(1 + y)
)

dy

= 3 ln 3 − 4 ln 2.

11.7 Gebietszerlegung: Wenn G nicht projizierbar ist, kann man es als Vereinigung
oder Differenz projizierbarer Mengen darstellen und die Teilintegrale entsprechend auf-
addieren oder subtrahieren.

11.8 Beispiel: Sei f(x, y) = 6 + 6y und G = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4} ein Kreisring.
Dieser ist weder x- noch in y-projizierbar.

• Man zerlegt G in zwei Teile oberhalb und unterhalb der x-Achse, also G = G1∪G2

mit

G1 = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 und y ≥ 0}
G2 = {(x, y) : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 und y ≤ 0}.

Dabei ist es unerheblich, dass die Punkte auf der x-Achse doppelt überdeckt wer-
den. Beide Teilgebiete sind in y-projizierbar und man erhält für G1

[a, b] = [−2, 2], c(x) =











0 für x ∈ [−2,−1]√
1 − x2 für x ∈ [−1, 1]

0 für x ∈ [1, 2]

, d(x) =
√

4 − x2.
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Damit ist
∫

G1

f(X) dX =

∫ −1

x=−2

∫

√
4−x2

y=0

(6 + 6y) dydx +

∫ 1

x=−1

∫

√
4−x2

y=
√

1−x2

(6 + 6y) dydx

+

∫ 2

x=1

∫

√
4−x2

y=0

(6 + 6y) dydx

= (5 + 4π − 3
√

3) + (18 + π + 6
√

3) + (5 + 4π − 3
√

3) = 28 + 9π.

Für G2 erhält man analog
∫

G2

f(X) dX = −28 + 9π und insgesamt
∫

G

f(X) dX =

∫

G1

f(X) dX +

∫

G2

f(X) dX = 18π.

• Ebenso möglich ist die Darstellung von G als Differenz zweier Kreise, also G =
G3\G4 mit

G3 = {(x, y) : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 4}
G4 = {(x, y) : 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1}.

Man erhält für G3 die Grenzen

[a, b] = [−2, 2], −c(x) = d(x) =
√

4 − x2.

Damit ist
∫

G3

f(X) dX =

∫ 2

x=−2

∫

√
4−x2

−
√

4−x2

(6 + 6y) dydx = 24π

Für G4 erhält man analog
∫

G4

f(X) dX = 6π und insgesamt
∫

G

f(X) dX =

∫

G3

f(X) dX −
∫

G4

f(X) dX = 18π.

11.9 Substitution: Anders als bei der eindimensionalen Integration dient die Sub-
stitution bei Gebietsintegralen in der Regel nicht der Vereinfachung des Integranden,
sondern der Vereinfachung des Integrationsgebietes. Sei S eine injektive Funktion, dann
gilt für die Substitution X = S(U)

∫

G

f(X) dX =

∫

G̃

f(S(U)) | det DS(U)| dU.

Dabei ist G̃ ein Gebiet in R
n, das durch S auf das gegebene Integrationsgebiet G ab-

gebildet wird, S(G̃) = G. Der Ausdruck det S(U) wird als Funktionaldeterminante be-
zeichnet.

11.10 Polarkoordinaten: In R
2 sind die Polarkoordinaten (r, ϕ) gegeben durch

X =

[

x
y

]

, U =

[

r
ϕ

]

, X =

[

r cos ϕ
r sin ϕ

]

.

Dabei ist r ≥ 0 der Abstand des Punktes X vom Ursprung und ϕ ∈ [0, 2π) der Winkel
von X zur positiven x-Achse. Die Funktionaldeterminante ist hier

det DS(U) = det

[

cos ϕ −r sin ϕ
sin ϕ r cos ϕ

]

= r.

Man erhält also formal die Transformationsregel

dxdy = rdrdϕ.
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11.11 Beispiel:

• Sei G die Kreisscheibe mit Radius R um den Ursprung. In Polarkoordinaten wird
G beschrieben durch das Intervall G̃ = [0, R] × [0, 2π). Dies sind also gerade
diejenigen Punkte, deren Abstand r von Ursprung zwischen 0 und R liegt, und
deren Winkel zur positiven x-Achse zwischen 0 und 2π liegt. Man erhält für den
Flächeninhalt des Kreises

∫

G

1dX =

∫

G̃r drdϕ =

∫ 2π

ϕ=0

∫ R

r=0

r drdϕ = πR2.

• (siehe Bsp. 11.8) Man erhält hier in Polarkoordinaten das Gebiet G̃ = [1, 2]×[0, 2π)
und damit einfacher als zuvor

∫

G

f(x, y) dxdy =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2

r=1

(6 + 6r sin ϕ)r drdϕ =

∫ 2π

ϕ=0

(14 sin ϕ + 9) dϕ = 18π.

11.12 Zylinderkoordinaten: Zylinderkoordinaten in R
3 sind sehr eng mit den Polar-

koordinaten in R
2 verwandt. Sie sind gegeben durch

X =





x
y
z



 , U =





r
ϕ
z



 , X =





r cos ϕ
r sin ϕ

z



 .

Dabei ist r ≥ 0 der Abstand des Punktes X von der z-Achse und ϕ ∈ [0, 2π) der
Winkel von (x, y) zur positiven x-Achse. Die dritte Koordinate z bleibt unverändert.
Die Funktionaldeterminante ist hier

det DS(U) = det





cos ϕ −r sin ϕ 0
sin ϕ r cos ϕ 0

0 0 1



 = r.

Man erhält also formal die Transformationsregel

dxdydz = rdrdϕdz.

11.13 Beispiel: Das Gebiet

G := {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ z2 und 0 ≤ z ≤ 1}

ist ein Kegel, der rotationssymmetrisch zur z-Achse liegt. In Zylinderkoordinaten erhält
man die Beschreibung

0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ r ≤ 1, r ≤ z ≤ 1.

Somit ergibt sich das Volumen des Kegels zu

∫

G

1dX =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1

r=0

∫ 1

z=r

r dzdrdϕ =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1

r=0

r(1 − r) drdϕ = π/3.
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11.14 Kugelkoordinaten : In R
3 sind die Kugelkoordinaten (r, ϕ, ψ) gegeben durch

X =





x
y
z



 , U =





r
ϕ
ψ



 , X =





r cos ϕ sin ψ
r sin ϕ sin ψ

r cos ψ



 .

Dabei ist r ≥ 0 der Abstand des Punktes X von Ursprung, ϕ ∈ [0, 2π) der Winkel von
(x, y) zur positiven x-Achse und ψ ∈ [0, π) der Winkel von X zur positiven z-Achse1.
Die Funktionaldeterminante ist hier

det DS(U) = det





cos ϕ sin ψ −r sin ϕ sin ψ r cos ϕ cos ψ
sin ϕ sin ψ r cos ϕ sin ψ r sin ϕ cos ψ

cos ψ 0 −r sin ψ



 = −r2 sin ψ.

Beachtet man, dass der Betrag der Funktionaldeterminante in die Substitutionsregel
eingeht, dann erhält man also formal die Transformationsregel

dxdydz = r2 sin ψ drdϕdψ.

11.15 Beispiel: Das Volumen der Einheitskugel berechnet sich gemäß

∫

G

1 dxdydz =

∫ π

ψ=0

∫ 2π

ϕ=0

∫ 1

r=0

r2 sin ψ drdϕdψ =
4

3
π.

1In der Literatur findet man gelegentlich auch sinψ und cos ψ vertauscht. Dann ist ψ ∈ [−π/2, π/2)
der Winkel von X zur xy-Ebene


