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Satz 2L.LO Sei, B ei,ne messbare Menge'inR und

f : B --- R e'ine beschreinkte Funkti,on. Fzr c € lR.
s'ind tiqu'iualent

(i) Es gi,bt Tfeppenfunkt'ionen f ,,7 n t B ---+ R

( i , i )  F ü r a l l e e > 0 g i , b t
Zerlegungen Z uon
Zw'ischenuektoren (

{ e

(i.ii,) Für alle e > 0 gi,bt es e'ine
(alternatiu: Zerlegung rni,t Z

e s 6 > 0 s o ,dass für alle
B mi,t Wei.t alle
si,lt

Gi,tter-Zerlegung Z
- ZB) uon B so,

dass für alle w?,scnenuectoren < gx[t:

lc -  R(2,{,  f) l
(i.u)lsup2u(2, f) - c - infzO

(mi,t Z -
kiuft.

Zn),
wobei. Z über
alternatru alleau,e zerlegungen

Gi,tterzerlegungen

(u) Es gi,bt ei,n abgeschlossenes Interuall I ) B, so
dass d'ie Fortsetzun s auf I R'iemann'integri,er-

Jc ßcrsct) &x
c, das (üi) erfüllt und es gi,lt

M für* ( b - o ) < " < M ( b
alle r e B.

< f < f n f u r a l k l t u n 4
7 - - r ' , 1  r '  f - v / \ 1
I t m r " _ -  l ^ t . l f ) d T : r -  r , r n '  I  t .  t ' ? t ^ ' r '

l c  -  R(2 ,€ ,  / ) l  <  c



Definition 21.11 Gilt e,ine hlso alle) der Aussa-
gen (i,)-(iu) für ei,n c € IR, so heiJ3t / Riemann-
integrierbar auf B, und der ei,ndeuti,g besti,mmte
Wert c hei$t Riemann-Integral uon f auf B, Als Be-
ze'iehnuno wcihlen wir

od,er kurz 
f
I  f(r)dr.

Ja
Korollar 2L.L2 Beschrtinktes f : B ---+ IR zst
R'iemann-'integrierbar genl,u dann, wenn es TFep-
penfunktionen f ,.I f < f t gi,btmit

!-K - v

0 für k--- x

I  f r r r , . . . , r n )  d ( r 1 . . . . . r , )
J B

f _  f
l f p ( r )d r -  l f  ,@)a r - - -
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@g'
Ist W(C) für alle kompakten messbaren Teilmengen

von B definiert, so nennen wir W addi,tou, fal1s gilt

W(CruC2) - W(C)+W(Cz) fal\s CtoCz e ACfiAC2

Theorem 21.18 Summation. Sei, B e R kompakt
und Jord,an-messbar und f :1 --- lR steti,g. Dann gilt

(i') f : B --+ lR est R'iernann-'integrierbar
und zu jedem e > 0 gzbt es d > 0 so, dass für
alle Interualle lc,d] C B uon Wei,te I 6 und, alle
messbaren C C lc,d) und € e C gi,lt

(ü,) Mittelwertsalz
7 i , b t ( € B m i ,

(i.i,i,) Sei,W(C) fUr aIIe kompakten messbaren e e B
defi,ni.ert und add,r,ti,u. Set, Zn ezne Folge uan Zer-
legungen uon B mi,t Wei,te(Z,) * 0. G:elte wei,-
terhi.n

('r) Für aIIe e > 0 gi,bt es ei,n ns so, dass für alle
n ) n s u n d C e Z " g i l t

E s g i b t t e C e t B m i t
lw (c ) - f@p(c ) l< rp (c )

r alle kompakten messbaren D C B:

I lrtela, 
- f (0pc)l s ep(c)

zusammenhrinoend.

Iaf @)dr - f(0r. , ,(B)

w(D):  fp f  (")dr.
Dann



4

O . B . d . A . C c B f n r
Wir setzen WQ) :0.
Gegeben4>0wäh le

alle C e 2,.

u . *,n so, dass eM < &p(O)
für M - max{l/(r)l I r e a}.

Wähle d gemriss (i).
Wähle ns gemäß (x) zu e und so, dass Weite(Z") < d

fü ra l l en l no .
Wir betrachten n ) n6 schreiben Z' - ZE.
Dann mit der Additiviät und mit tc € C

w(D):  t  wQ.  D)

: t fGc)l,Q)+ep(c)i t lwQ)l
CeZt,CgD CeZt,CgD

I: t l l^fdx+2euQ\+ t M.tr(c)
6r2r,CcD " " C€Zt,C.D+A,CLD

: I I to* +2e p(D) L eM
, ^

Ce Z t ,CcD r  u

/ . - - f: 
l^f @)ar+ L l^f {r)a, t2ep(D)teM

cez' .ccD/a,cgD " '

: [^f@1or* I M.p(c) r2ept(D)teM
, n" u C€Z..C1D{A,CLD
f r:  

Jof @)arIeMt2ep(D)*M: 
Jof t  )ar+n.rL(D)

Das gilt für alie r7 > 0. AIso lZ(D) - fo f @)a".1
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