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Satz 21.10 Sei B eine messbare Menge in R™ und
[+ B — R eine beschrinkte Funktion. Fir c € R
sind dquivalent |

(i) Es gibt Treppenfunktionen _j_’k_jk :B—R
mit f, < f < fy fiir alle k und
@mm J5 £,(@)dz = ¢ = limyeo [5 Fi(z)da

(1i) Fir alle € > 0 gibt es § > 0 so, dass fir alle
Zerleqgungen Z von B mit Weite < § und alle

Zwischenvektoren & gz’ltE— BIZ.E ) & E‘S

(11i) Fiir alle € > 0 gibt es eine Gitter-Zerleqgung Z
(alternativ: Zerlegung mit Z = Zg) von B so,
_dass fir alle Zwischenvektoren & gilt:

[le=R(Z,& f)<e]
(iv)?éﬁpz UlZ, 1] = & i inf» O(Z,Q} wobei Z iiber
alle Zerleqgungen (mit Z = Zg), alternativ alle

Gitterzerleqgungen lduft.

(v) Es gibt ein abgeschlossenes Intervall I 2 B, so
dass die Fortsetzung xp auf I Riemann integrier-

bar ist und{c = !gﬂXJB' Ji ,C(Q(B(K) dx
Es gibt hochstens ein' ¢, das (iii) erfillt und es gilt

mb—a) <c< Mb-—a) fallsm < f(z) < M fir
alle z € B.
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Definition 21.11 Gilt eine (also alle) der Aussa-
gen (i)-(w) fir ein ¢ € R, so heifft f Riemann-
integrierbar auf B, und der eihdeutz’g bestimmfte
Wert c heifst Riemann-Integral von f auf B. Als Be-
zeichnung wdhlen wir

c=-/Bf(atl,...,azn)d(xl,...,xn)

_/Bf(a:)dx.

Korollar 21.12 Beschrdinktes f : B — R st
Riemann-integrierbar genau dann, wenn es Trep-
penfunktionen I, < f < [ gibt mit

/I7k(:z)d:c — /Iik(:c)da: — 0 fiir k — oo

oder kurz
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Ist W(C) fiir alle kompakten messbaren Teilmengen
von B definiert, so nennen wir W' additiv, falls gilt

W(ClUCQ) — W(Cl)-l—W(OQ) falls ClﬂCQ Q 86’10802

Theorem 21.18 Summation. Sei B C R" kompakt
und Jordan-messbar und f : I — R stetig. Dann gilt

(1) f : B — R ist Riemann-integrierbar
und zu jedem € > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir
alle Intervalle [c,d| C B von Weite < § und alle
messbaren C C [c,d| und & € C gilt

Ef r)dx — f . )| < eu(C TL

(i) Mittelwertsatz: Ist B wegzusammenhdingend, so

gibt £ € B mzt{ fB z)dz = f(g),u(B)J

(113) Ses W(C) fir alle kompakten messbaren C C B
definiert und additiv. Sei Z, eine Folge von Zer-
legungen von B mit Weite(Z,) — 0. Gelte wei-
terhin

(%) Fir alle € > 0 gibt es ein ng so, dass fir alle
n > ng und C € Z, gilt

ks gibt £ € CN B mit
(W(C) = f(E)u(C)] < en(C)

. Dann qgilt fu'r a,lle kompa,kten messbaren D C B:

[¥® -5
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OBdA. CCBfiraleC € Z,.

Wir setzen W () = 0.

Gegeben n > 0 wahle ¢ < 317-7) so, dass eM < (D]
fiir M = max{|f(z)| | x € B}.

Wihle § geméss (i).

Wahle ng geméB (x) zu € und so, dass Weite(Z,) < §

fiir alle n > ny.
Wir betrachten n > ng schreiben 2’ = Z¢.

Dann mit der Additiviat und mit £ € C
W(D)= > W(CnD)
Cez’

= Y fEmuC) ten@) Y |W(C)

CeZ',CCD CeZ',CZD

= / fdzE2eu(0)]+ > M-u(C)

CeZ,CCD CeZ',CND+#D,0ZD

= / fdzr +2eu(D)+eM
CeZ!',CCD

- /D flydz ) f f(z)dz +2eu(D)teM

CeZ',CnD#0,CLD

_ / fldax S Mu(C) +2ep(D)£eM
D CeZ ,CND#0, CZD

= / f(a:)dxisMiQeu(D):l:sM = / Fla da::j:fq-,u(D)
D
Das gilt fiir alle n > 0. Also W(D) = [, f p flz)dz. O
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