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Analysis |1l — Funktionentheorie

8. Ubung mit Lsungshinweisen

Gruppeniibungen

(G 1)

Bestimmen Sie fiir jedes w € R
* cos(wzx
[,

0 1 +x
LOSUNG: Zunichst beobachten wir, dass das Integral als uneigentliches Integral absolut konver-
giert, denn es gilt

o0 o
1
/ Cos(wx)‘ dr < / dz,
0 1 + ZL'2 0 1 + ZL‘2

was eine konvergente Majorante ist.

Zweitens ist der Integrand gerade, d.h. es gilt

oo 1 [e.e]
/ cos(ws;) do — / cos(w:z;) da
o 14z 2) o 14z
Schlielich gilt, da der Kosinus eine gerade Funktion ist, cos(wz) = cos(—wzx) = cos(|w|z), wir
konnen uns also auf w > 0 beschranken.

Sei also von nun an w > 0. Wir betrachten
eiwz eiwz
241 (z+i)(z—1)

[t e[ g on) = [ st

Sei nun r > 1 und v, der Weg mit 7,.(t) = re, ¢ € [0,7]. Dann liegt im Inneren des Weges
v = + [—r,r] nur die Polstelle i von f, d.h. nach dem Residuensatz gilt fiir jedes r > 1

f(z) =

Dann gilt

2miRess(i) = / f(z) dz = ' flz)de+ | f(z)dz.
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Wir berechnen dieses Residuum, da es sich um einen Pol erster Ordnung handelt, iiber

T
Resy (i) = lim(z i) /(2) = lim ~— = °

Weiter gilt Im(z) > 0 fiir alle z € spur(~y,) und damit fiir all diese z auch
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Das impliziert nun fiir das Integral iiber den Kreisbogen

‘ f(2) dz‘ < 7r-

0
3 — (r — o0)

und wir haben

/oo f(z)dz = rlggo /T f(x) do = 2miRes(i) = me™*.

Zusammengenommen erhalten wir also
/oo COS( *Re / f dCL‘ B
0 1 + .7,‘2 -
(G 2)

Bei Erkundungsfliigen des Raumschiffs Enterprise im Rouché-Nebel ist nach durchfliegen
mehrerer elektromagnetischer Disturberanzen ein Problem in der Beameinheit aufgetre-
ten. Die Materialisierungskanone spielt verriickt und verteilt alles, was auf das Raumschiff
gebeamt wird, ziemlich gleichméBig auf der kreisrunden (und mit der komplexen Einheits-
kreisscheibe identifizierten) Plattform.

Scotty konnte die Stoérung schon so weit eindammen, dass die Molekiile nicht mehr auf einer
dichten Menge verteilt werden, sondern die Kanone schon auf einige Punkte fokussiert und
die ankommenden Molekiile stochastisch auf diese verteilt. Leider ergeben sich diese Punkte
durch eine recht komplizierte Rechnung als die Losungen der Gleichung

1
sin(z) = 527 — 3z

Natiirlich ist das Auflenteam gerade unterwegs und miisste dringend hochgebeamt werden,
wobei es zweckméfigerweise in genau ein Einzelteil zerlegt werden sollte.

Kann Scotty das Aulenteam gefahrlos hochbeamen?
LosunaG: Offensichtlich ist Null eine Losung der Gleichung

1
sin(z) = 527 —3z.

Um Scotty zu beruhigen miissen wir also zeigen, dass diese im Einheitskreis D keine weitere Losung
besitzt. Wir schreiben dies als Nullstellensuche fiir die Funktion

1
f(z) :==sin(z) — 527 +3z, z€C,

im Einheitskreis um und verwenden den Satz von Rouché.

Dazu betrachten wir die Funkion g(z) := 32 — 1/2- 27, z € C. Dann sind f und g holomorphe
Funktionen auf C und der Weg, der den Rand des Einheitskreises beschreibt, ist nullhomolog in
C. Weiter gilt fiir alle z auf dem Rand des Einheitskreises, also alle mit |z| = 1:

2n+1 oo Z|2n+1 oo
— = = < = sinh(1
1) = 9(=)| = |sin(2)] = \Z e z_j%ﬂ 22;2”“ — sinh(1)
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1
< ‘32 — §z7’ = lg(2)].

Nach dem Satz von Rouché hat damit f im Einheitskreis genauso viele Nullstellen wie g.



Es bleibt also zu zeigen, dass g in D nur eine Nullstelle hat. Wieder ist mit g(0) = 0 eine Nullstelle

offensichtlich, es bleibt also zu zeigen, dass
9(2) L s
h = — = 3 — =
(=L2 =32

keine Nullstelle im Einheitskreis hat. Sei 2o eine Nullstelle von h. Dann gilt 3 — 2§/2 = 0, d.h.
28 = 6. Also haben wir |2|% = 6 und damit |z| = v/6 > 1.

Also hat h in D keine Nullstelle, d.h. ¢ hat in D genau eine Nullstelle und f schliellich hat auch
nur eine Nullstelle im Einheitskreis und Scotty kann die Maschine anwerfen.

(G 3)

(a) Esseia > 1, S :={z € C: Re(z) > a} und £ > 0. Zeigen Sie, dass es ein ¢ € (0,1)
gibt, so dass fiir alle o, 5 € (0,9) und alle z € S gilt

B yz—1
/ — dt‘ <e.
o €
(b) Essei A€ R, S:={z€C:Re(z) < A} und € > 0. Zeigen Sie, dass es ein £ > 1 gibt,
so dass fiir alle o, 3 > k und alle z € S gilt

16} tz—l
/a o dt‘ < €.

LOsuNG: (a) Fiir alle t > 0 gilt die Ungleichung e’ > 1 + ¢. Um das einzusehen, kann man
sich entweder an die Ana I erinnern oder schnell die Potenzreihe der Exponentialfunktion
hinschreiben. Also ist et — 1 > ¢ fiir alle ¢ > 0. Damit gilt fiir alle 0 < ¢ <1 und alle z € S

’ 71 ’tz—1’ tRe(z—l) tRe(z)

z € C,

= = <72
et — 1 let —1] — ¢ 2 -

Da a > 1 ist, ist das konvergiert das uneigentliche Integral fol t¢=2 dt. Also gibt es zu

vorgegebenem ¢ > 0 ein § > 0 mit f05 t2=2 dt < e. Offensichtlich kénnen wir dieses & auch
kleiner als eins wéhlen. Sind nun «, ﬁ € (0,9), so gilt nach obigen Uberlegungen

B tz—l B 4
/ - dt‘g ‘dt</ t“2dt§/ 272 dt < e,
a € — 1 « 0

(b) Die Funktion t — t4~1e=*/2 ist auf dem Intervall (1, 00) beschriinkt (,Die Exponentialfunk-
tion wichst schneller als jedes Polynom*®), d.h. es gibt ein C > 0, so dass tA=1 < Cet/? fiir
alle t > 1 gilt. Damit haben wir fiir alle z € S und alle t > 1

tzl

wie gewiinscht.

z—1 Re(z—1) A-1 t/2 —t/2
’ t ‘ _ t t < C e _C e
et —1 -1 -1 1—e?
Nun gilt fir die hier betrachte‘gen t die Abschitzung e™* < 1/e < 1/2. Also gilt 1—e™t > 1/2,
wir erhalten also fiir alle z € S und alle t > 1

‘tzl

} < 20e 2.

Diese letzte Funktion ist auf [1,00) uneigentlich integrierbar. Also gibt es wieder zu vorge-
gebenem ¢ > 0 eine grof genug gewihlte Zahl £ > 1 mit [° e t/2 dt < £/(2C). Zusammen-
genommen haben wir damit fiir alle o, 8 > K

Jé] tzfl Jé] tzfl B
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