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Gruppeniibungen

(G 1)

Es seien f,g: C — C gegeben durch f(z) = Re(2)(z + Im(2)i) und g(z) = el*l.

(a) Untersuchen Sie f und g auf reelle Differenzierbarkeit und bestimmen Sie (),
‘y(zo), gg (z9) und % 2(20) fiir alle z € C.

(b) In welchen Punkten sind f bzw. g komplex differenzierbar? Ist f bzw. g, gegebenenfalls
nach Einschrénkung auf eine geeignete Teilmenge von C, holomorph?

LosunG: (a) Fir z = z+yimit z,y € Rgilt f(z) = f(z+yi) = Re(2)(z+Im(2)i) = z(x+2yi) =
x? + 2zyi. Damit ist f reell differenzierbar und es gilt

fo(2) =204+ 2yi und fy(2) =2z firalle z=2+yieC.

Damit ist
g'ﬁ %(fx( ) — fy(2)i) = %(23: +2yi+22) =2z + yi = 2+ Re(z) und
g‘f %(fx( )+ fy(2)i) = %(233 + 2yi — 22) = yi = Im(2)i.

Fiir g erhalten wir entsprechend g(z) = g(x + yi) = eV***¥*. Damit ist g in allen (z,y) €
R2\ {(0,0)} reell differenzierbar mit

= )= S
gz(2) = ——=-22z und gy(2) = —r—=—s-2y.
N 272 + 2 Y 2v/22 + 2

Das fiihrt fiir z # 0 auf

0 el?l ez
a% _ %(gx(z) — gy(2)i) = ;(M(:c - yi)> =30 und
dg 1 N ez
9 5(91:(2’) +gy(2)i) = < |2| (@t )> B 22|’

(b) Nach Satz 2.2 ist f in zp komplex differenzierbar, genau dann wenn gf (20) = i%(»zo) gilt,

d.h. genau dann wenn a—’;(zo) =0 ist.

Damit ist f nach den Ergebnissen aus (a) genau dann in zy € C komplex differenzierbar,
wenn Im(z) = 0, also wenn z € R gilt. Die Funktion g ist hingegen in keinem z9 € C\ {0}
komplex differenzierbar, denn % ist fiir kein z # 0 Null.

Trotzdem ist f in keiner Weise holomorph, denn man spricht von einer holomorphen Funktion
nur dann, wenn sie auf einer offenen Teilmenge von C komplex differenzierbar ist (vgl. die
Definition von Holomorphie) und es gibt keine offene Teilmenge von C, die in der reellen
Achse enthalten ist.



(G 2)
Es sei r > 0 und 7 : [0,27] — C mit v(¢) = re” gegeben. Berechnen Sie fiir alle n,m € Z
das Kurvenintegral f7 2"z dz.

Losuna: Es gilt
2 . _ . 21 . ) . 2m
/anm dz = / r"emt(relt)mrie‘t dt = / Tn+m+lelnte—1mtielt dt = irn—&-m-l—l/ el(n—m—l-l)t dt.
v 0 0 0
Ist nun n — m = —1, so erhalten wir mit n =m — 1
21
ir2m/ 1.dt = 27r2™i,
0

in allen anderen Féllen gilt

1 27
/anm dz = irn—l—m—i—l ei(n—m+1)t —0.
. i(n —m+1) 0
Zusammengenommen gilt also

/ . 2r2™, fallsn=m — 1,
Z2"ZM dz =
v 0, falls n #m — 1.

(G 3)
Es sei 71,7, zwei Integrationswege, die durch eine Parametertransformation auseinander
hervorgehen und f : Spur(y;) — C stetig. Dann gilt [ f(2) dz = ¢ [ f(2) dz, wobei

¢ = 1 fiir eine orientierungserhaltende und ¢ = —1 fiir eine orientierungsumkehrende Para-
metertransformation gilt.

LoOsuNG: Es seien 71 : [a1,b1] — C und 72 : [ag,b2] — C und ¢ : [ag,b2] — [a1,b1] sei die
Parametertransformation, die ; in 7, iiberfiihrt, d.h. es gilt 75 = 1 0 p. Weiter sei a1 =ty < t; <
-+ <tp = by eine Zerlegung des Intervalls [a1, b1] derart, dass v1|, ¢, fiir jedes j =0,...,n—1
stetig differenzierbar ist. Dann gilt nach der Kettenregel selbiges auch fiir 45 auf den Intervallen
[~ (t), o~ H(tj+1)] im Falle einer orientierungserhaltenden Transformation, bzw. den Intervallen
[7 (tj11), o 1(t;)] fiir eine orientierungsumkehrende Transformation.

Nun bekommen wir mit der Substitution ¢ = ¢(s)

by

ol ptin
feyde= [ fonity at=Y" / Fon(®)(t) dt
j=0"ti

7 ai

nol o (tg4a) e )

= F((ro@)(s)n(p(s))¢'(s) ds = Z_:/ F(r(s) (10 9)'(s) ds

=0 e () j=0 e ()
1

Hausiibungen
(H 1)
Seien 7 : [a,b] — C ein Integrationsweg und f, g : Spur(y) — C stetig. Dann gilt fir ¢ € C

(a) / (f +9)(2) dz = / f() s+ / g()dz,  (b) / ef(2) dz = ¢ / 7(2) dz,

Lf(z) dz

(c)

< sup |f(v(1)] - L(7).

t€[a,b]




LOSUNG: Es sei a =t < t; < -+ < t, = b eine Zerlegung des Intervalls [a,b], so dass 7|
fiir jedes j =0,...,n — 1 stetig dlfferenmerbar ist.

joti+1]

(a) Es gilt nach den Rechenregeln fiir reelle Integrale

L et
/ (f(2) +9(2) de =3 / (F(v(8) + g (0) ' (¢) dt
vy =07t

n—l et nloeti
:Z/t] Fr )Y @) dt+;/tj g(y())7'(t) dt

Il
4\1

f(z) dz +/g(z) dz.

(b) Genauso erhalten wir

/cf dz—Z:/J+1 dt—cZ:/J+1 )dtzc[yf(z)dz.

(¢) Mit der Dreiecksungleichung fiir relle Integrale sehen wir

1

S [ eon dt\ 2/ DI

j=0 "t =0
< sup |f(v |Z / O] dt = sup [F(v()] - L().
te(a,b] te(a,b]

(H 2)

Essei f € H(C) und f*: C — C sei gegeben durch f*(z) = f(%). Zeigen Sie f* € H(C) auf
zwei verschiedene Weisen, einmal direkt iiber den Differenzenquotienten und einmal mit
Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen.

Losuna: Differenzenquotient:

Es sei z € C. Dann gilt fiir alle w € C

frR) = ffw) _ fE) - ) <f(z) f(w)>.

z—w z—w
Die komplexe Konjugation ist eine stetige Abbildung auf C, also gilt

i L0 (T TDY _{(y, T

w—z Z —w w—z ZzZ—w

Nun ist f an der Stelle Z komplex differenzierbar, also existiert obiger Grenzwert und es gilt

) = (1 LI 7

w—z z

Damit ist f* in allen Punkten z € C komplex differenzierbar, d.h. f* € H(C).

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen:

Da f holomorph auf C ist, ist f = u-+wvi reell differenzierbar und es gelten die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen u, = v, und u, = —v;. Ist nun z € C, so gilt

[ (z) = (u+v)*(2) = (u+0i)(Z) = u®@) + v(Z)i = u(Z) +v(Z)i = uzZ) — v(2)i.




Damit gilt
[z +yi) = ulx —yi) —v(x —yi)i = a(z) + 0(2)i
Das liefert uns zwei Dinge. Zum Einen ist dank der reellen Differenzierbarkeit von v und v damit
auch f* reell differenzierbar und zum Anderen gilt mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen (s.o.)
iia(2) = a (& — yi) = vy (& — yi) = By (—v(x — 9i)) = By3(2) = 5,(=) und
ty(2) = Oy(ulz — yi)) = —uy(z — yi) = ve(z — yi) = Ou(v(z — yi)) = 0u(—0(2)) = —Va(2).
Damit erfiillt auch f* die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen auf ganz C, d.h. f* ist
in H(C).
(H 3)
(a) Auf welchen offenen Mengen D C C hat die Funktion z — Re(z) eine Stammfunktion?
(b) Es sei G C C konvex und offen, sowie f € H(G) mit Im(f'(z)) < 0 fiir alle z € G.
Zeigen Sie, dass f injektiv ist.
LOSuNG: (a) Behauptung: Auf keiner offenen Menge D C C hat z — Re(z) eine Stammfunktion.

Beweis: Wir nehmen an, die Funktion hétte auf einer offenen Menge D C C eine Stamm-
funktion F mit F(z) = u(z) + v(z)i und w,v : D — R. Dann muss F'(z) = Re(z) fiir alle
z € D gelten. Das impliziert mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen fiir
alle z=x+yie D

vy(2) = uz(2) = Re(F'(2)) =Re(z) =2 und  — uy(2) = vy(z) = Im(F’) = 0.

Das bedeutet insbesondere, dass v und v zwei Mal stetig reell differenzierbar sind und es gilt
fiir die zweiten Ableitungen von v nach dem Satz von Schwarz

1 = vy (2) = vgy(2) =0,

womit wir einen Widerspruch haben.

Alternativer Beweis: Sei D eine offene Teilmenge von C und zy € D. Dann gibt es einen
Kreis Boy(z9) € D mit einem r > 0. Wir betrachten den geschlossenen Integrationsweg
Y(t) = 20 + re'l, t € [0,27]. Dann gilt v([0,27]) € Ba,(20) € D und

1 1 2m ] ) )
/Re(z) dz == /(z +2z)dz = / (20 + re' +zp + re ) riet dt
. 2/, 2 Jo

2w 1 27 . 1 27
= Re(zo)ri/ et dt + r2i/ X+ 1)dt=0+0+ r2i/ 1dt
0 2 Jo 2 Jo
= r?7i # 0.
Also kann z — Re(z) keine Stammfunktion auf D haben.

(b) Behauptung: G C C konvex, offen, f € H(G), Im(f’) < 0in G = f ist injektiv.

Beweis: Seien z,w € G mit z # w. Dann liegt der gerade Verbindungsweg v(t) = (1—t)z+tw,
t € [0,1], ganz in G dank der Konvexitédt. Die Funktion f’ hat auf G offensichtlich die
Stammfunktion f, also gilt mit Satz 3.8

9= [rea- | S a=-2) [ e
([ e ar) = [m(rae)a<o an [ rae)ato

Insbesondere ist also wegen z # w auf jeden Fall f(w) — f(2) # 0 und damit f(w) # f(z),
was gerade die Injektivitit bedeutet.

Nun ist



