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Gruppeniibung

Aufgabe G22 (Modellierung: Lambda-Methode)
Tritt in den Nebenbedingungen oder der Zielfunktion eines Optimierungsproblems eine stetige
(nichtlineare) Funktion g : R — R auf, so kann diese durch einen linearen Spline approximiert
werden. Dieser wiederum kann durch ein MIP modelliert werden.
Sei f : [a,b] — R ein linearer Spline, das heif}t eine stetige stiickweise lineare Funktion, die durch

die Punkte (c1, f1),...,(cn, fn) mit @ = ¢ < c2 < ... < ¢, = b gegeben ist. Fiir « € [¢;, ¢iy1]
(te{l,...,n—1}) gilt dann f(z) = fi + (x — CZ)JC”:E:(J;Z

Seien x € [a,b] und y € R Variablen. Um die Bedingung y = f(z) durch lineare Nebenbedingungen
zu modellieren kann die conver combination oder lambda method benutzt werden:
Seien A1,..., A, € R Variablen. Dann leisten die Bedingungen

n
xTr = E )\ici
i=1

y=>_ fi\i
i=1
0< )\ firalleie{l,...,n}

das Gewiinschte, sofern die Special Ordered Set of Type 2 condition oder kiirzer SOS 2 condition
gilt: Hochstens zwei der A-Variablen sind positiv und fiir alle 4,5 € {1,...,n} gilt

AN>0AN>0 = i=jVi=j+lVi=j—1

Formuliere die SOS 2 condition mit Hilfe von linearen (Un)gleichungen (und zusétzlichen Varia-
blen).

Aufgabe G23 (Lagrange-Relaxierung)
Betrachten das Problem (3.15) aus dem Skript:

min Lz

st. Az <
Agx S b2
r €



und fiir A >0
L(\) = min ¢’z — M (b — Aj2),
rzeP?

wobei P? = {z € Z" P x RP | Agx < by}. Beweise folgende Aussage:
Falls z) Optimallosung von L(\) ist mit

(a) Aizy <
(b) (Ale)i = (bl)ia falls \; > 0,
dann ist z) Optimallésung von (3.15).

Aufgabe G24 (Cover-Ungleichungen)
Wir wollen in dieser Aufgabe eine Methode zur Verschirfung von Cover-Ungleichungen entwickeln.
Gegeben sei eine Knapsack-Menge

n
X =<ze{0,1}"| Zajxj <b
j=1

mit a; € Rund b € R.
a) Sei C ein Cover fiir X, d. h. Zje() a; > b. Zeigen Sie, dass die erweiterte Cover-Ungleichung
o @ <|C]-1
JEE(C)
mit E(C)=C U {j: a; >a; Vie C} giiltig fiir X ist.
Betrachten Sie die Knapsack-Menge
Y = {z € {0,1}7 | 11zy + 625 + 623 + 5xq + Sr5 + 426 + 27 < 19},

b) Geben Sie fiir Y drei minimale Cover sowie die zugehorigen Cover-Ungleichungen an.

c) Betrachten Sie den Cover C' = {3,4,5,6} fiir Y und die zugehorige Cover-Ungleichung zg +
x4+ x5 + x6 < 3. Geben Sie anhand von b) die erweiterte Cover-Ungleichung an. Lisst sich
diese durch Modifikation von Koeffizienten weiter verschérfen?

d) Betrachten Sie nun die Knapsack-Menge
Y' = {2z € {0,1}° | 11y + 623 + bay + bas + 4xg < 19}.
Fiir welche Werte o ist die Ungleichung
1wy + a3+ x4+ x5 + 26 < 3
giiltig fiir Y/ ?
Im allgemeinen Fall suchen wir zu einer gegebenen Cover-Ungleichung
dm<|cl-1
ieC
Koeffizienten «; fir j € {1,...,n} =: N\C, so dass die Ungleichung
Z%“F Z ajr; < |C|—1
eC JEN\C
gliltig fiir X ist.
e) Skizzieren Sie ein Verfahren, welches die Koeffizienten fiir eine solche Ungleichung liefert.

f) Ermitteln Sie mit dem Verfahren aus e) eine verschérfte Cover-Ungleichung fiir den Cover
C ={3,4,5,6}, welche giiltig fiir YV ist.



Hausiibung

Aufgabe H21 (Eigenschaften des Stabile-Mengen-Polytops) (5 Punkte)
Sei G = (V, E) ein Graph mit |[V| =n und P(G) das zugehorige Stabile-Mengen-Polytop, d. h.

P(G) = conv{z € {0,1}" | z; + x; <1V(i,j) € E}.

Beweise die folgenden Aussagen:
(a) P(Q) ist volldimensional.

(b) P(G) ist submonoton, das heifit x € P(G) impliziert y € P(G) fir alle 0 < y < z. Alle
nichttrivialen Facetten von P(G) haben nichtnegative Koeffizienten, das heifit, wenn a’z < «
eine facettendefinierende Ungleichung ist, gilt ¢ > 0. Nichttriviale Facetten sind diejenigen,
die nicht durch die Ungleichung x; > 0 induziert werden.

(c) Die Nichtnegativitatsbedingungen x; > 0 induzieren Facetten von P(G).

Aufgabe H22 (Cliquenungleichungen) (6 Punkte)
Beweise Satz 3.29 aus dem Skript:
Sei G = (V, E) ein Graph und (C, E(C)) eine Clique in G.
Die Ungleichung
Z r; <1

1eC
ist giiltig fiir das Stabile-Mengen-Polytop P(G). Sie definiert eine Facette von P(G) genau dann,
wenn (C, E(C)) maximal beziiglich Knoteninklusion ist.

Aufgabe H23 (Lagrange-Relaxierung) (4 Punkte)
Betrachte das lineare Optimierungsproblem

min Lz

st. Ax < b.

Zeige, dass die Lagrange-Relaxierung (sieche Formel (3.17) im Skript) von dem obigen LP, bei
der alle Nebenbedingungen relaxiert werden, gerade das aus der Einfiihrung in die Optimierung
bekannte duale LP ist.
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