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1 Gruppe, Ringe, Korper
Definition 1.1. Fine bindre Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung
*: M X Mw— M:(m,m')—mxm'.

Definition 1.2. Zu einer Menge M bezeichnet p(M) = {M' | M' C M} die Potenzmenge
von M.

Definition 1.3. Seien A, B beliebige Mengen. Dann bezeichnet AP = {f | f : B +— A}
die Menge aller Abbildungen von B nach A.

Definition 1.4. Fine Verknipfung * : M x M +— M heifit

e kommutativ, falls fiir alle m,m’ € M gilt:

/ !
m*xm =1Mm xm.

e assoziati, falls fiir alle m,m',m" € M gilt:

"

(mxm)xm” =mx* (m' xm”).

In diesem Fall ist es nicht notwendig, Klammern zu setzen, und das Paar (M, x)
heifit Halbgruppe.

Ist eine Halbgruppe zusdtzlich kommutativ, heifit sie abelsch.

Definition 1.5. Eine Halbgruppe (G, *) heifit Gruppe, falls gilt:

e JecGVYgeG :exg=g (Neutralelement beziiglich *)
e g lcGVgeG g7 xg=ec (Inverses beziiglich *)

Definition 1.6 (Ring). Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen + : R X R +— R und
-: Rx R~ R. Das Tripel (R,+,-) heifit Ring, falls gilt:

e (R,+) ist eine kommutative Gruppe.
e (R,-) ist eine Halbgruppe.

o Esist (a+b)-c=a-c+b-csowiea-(b+c)=a-b+a-c fir alea,bc € R.
(Distributivgesetze)

Definition 1.7 (Korper). Fin Ring (K,+,-) mit additivem Neutralelement 0 € K heifst
Korper, falls (K\{0}, ) eine kommutative Gruppe ist. Das additive Neutralelement 0 heifst
Nullelement und das multiplikative Neutralelement heifst Finselement.
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2 Vektorraume

Definition 2.1 (Vektorraum). Sei K ein Kdrper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel
(V,+,-) bestehend aus einer Menge V, einer bindren Verkniipfung (Addition) + : V XV —
V' sowie einer Skalarmultiplikation - : K x V +— V| sodass gilt:

o (V,+4) ist eine kommutative Gruppe.
o Vo,we V.V )\ ue K gilt:
1. A+p)-v=N-v)+ (- v)
2. - (v+w)=A-v)+ (A w)
3. A (p-v)=(An)-v
4. 1-v=w

Definition 2.2. Es sei (vi,...,v;) ein geordnetes k-Tupel von Vektoren aus einem K-
Vektorraum V.

Ein Vektor ve V' heifst

e Linearkombination von (vi,...,v), falls \1,...,  \p € K existieren, sodass gilt

v:)\lvl+---+)\kvk.

o Affinkombination von (vy,...,vg), falls A1, ..., \p € K existieren, sodass gilt

V=MNvi 4+ Mg und Ay £+ X\ = 1

Definition 2.3. Speziell fiir K = R heifit eine Affinkombination Ayvy + -+ + A\pvg eine
Konvexkombination, falls zusdtzlich gilt

0<\<1V1I<i<k.

Definition 2.4. Das k-Tupel (vi,...,v) heifit linear unabhingig, falls gilt:

YL M) € KX o+ -+ Mo, =0
= AN=--=X:=0
Andernfalls heif$t (vy, ..., v;) linear abhingig.
Lemma 2.1. Sei (vi,...,v) linear unabhdingig.

e Fir jede Permutation m € Sym({1,...,k}) ist auch (vy(1),- .., V() linear un-
abhdngig.

o Jede Teilfamilie (v1, ..., vg) firi <k ist linear unabhdngig.

Definition 2.5. FEine unendliche Familie von Vektoren aus V heifit linear unabhdngig,
falls jede endliche Teilfamilie linear abhdngig ist.

Proposition 2.1. Fiirn > 2 sind vy, ..., v, genau dann linear abhdingig, falls einer dieser
Vektoren eine Linearkombination der ibrigen ist.

Definition 2.6. Sei V ein K-Vektorraum. Fine nichtleere Teilmenge U C V' heifst Teilraum
(oder Unterraum) von V, falls YA\, u € K Yu,v € U gilt

Au+pveU.

Notation: U <V



Lineare Algebra fiir Physiker

Proposition 2.2. Seien U, W Teilrdume des K-Vektorraumes V. Dann sind U NV und
U+W :={u+w| uecUwe W} Unterriume von V.

Definition 2.7. Sei V ein K-Vektorraum und M C V. Die Menge lin(M) = span(M) :=
{Mmy 4+ -+ Aomy, | N € K, my € M} heifst lineare Hiille (oder linearer Aufspann) von
M in V. Falls M = () setzen wir lin(M) = {0}. M heifit Erzeugendensystem von lin(M).

Beweis [2, 16]
Proposition 2.3. lin(M) ist der kleinste Unterraum von V, der M enthdlt.

Definition 2.8. Fine Menge M C V' heifit Erzeugendensystem von V, falls lin(M) = V.
Eine Familie in V heiffit Basis, falls sie ein linear unabhdngiges Erzeugendensystem bildet.

Definition 2.9. Fin Vektorraum heifit endlich erzeugt, falls er ein endliches Erzeugen-
densystem besitzt.

Satz 2.1. Sei V # {0} ein K-Vektorraum und (v;)ier eine Familie von Vektoren aus V.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o (v;)ier ist eine Basis von V.

o (v;)ier ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem von V, daher ¥J C I ist (vj)jes
kein Erzeugendensystem von V.

o (vi)icr ist eine unverlingerbare linear unabhdngige Familie, daher¥J' D I ist (vj) ey
kein Erzeugendensystem von V.

o (v)icr ist ein Erzeugendensystem von V, aus dem sich jeder Vektor aus V eindeutig
linear kombinieren ldsst.

Folgerung 2.1 (Basisauswahlsatz). Sei V ein K-Vektorraum und vy,...,v, ein (end-
liches) Erzeugendensystem von V. Dann existiert eine Teilmenge J C {1,...,n}, sodass
(vj)jes eine Basis von V ist.

Bemerkung 2.1. Jeder Vektorraum besitzt eine Basis, insbesondere endlich erzeugte.

Lemma 2.2 (Austauschlemma). Sei (vi,...,v,) eine Basis von V und w = Ajv; +
et Ao €V Ist k€ {1,...,r} mit Ay #0, dann ist (v1,. .., Vk—1, W, Vkt1, ..., V)

Satz 2.2 (Austauschsatz). Sei (v1,...,v,) eine Basis von V und sei (w1,...,wy) eine
linear unabhingige Menge. Dann gilt n < r und es gibt Indizes i1,...,i,—p € {1,...,7},
sodass

(W1, ey Wiy Uiy ey 0, )

wieder eine Basis ist.
Folgerung 2.2. Jede Basis von V ist endlich.
Folgerung 2.3. Jede linear unabhdngige Familie in V ldsst sich zu einer Basis fortsetzen.

Definition 2.10. Ist V ein K-Vektorraum, so bezeichnet

r,  falls V eine Basis der Linge r besitzt.

00, Sonst.

dimg V = {
die Dimension von V tber K.
Beweis [2, 27]

Proposition 2.4. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV < oo und U < V ein echter Teil-
raum. Dass gilt dimg U < dimg V.
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3 Lineare Abbildungen

Seien V und W Vektorridume iiber demselben Korper K.

Definition 3.1. Fine Abbildung f : V — W heifst linear, falls gilt
fOu+ pv) = Af(u) + pf(v) YuveV,\uceK.
Definition 3.2. Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

e Die Menge
Imf={f(v) [veV}CW

heifit Bild von f.

e Die Menge
Kerf={veV | flv)=0}CV
heifst Kern von f.
Beispiel [2, 28]

Proposition 3.1. Fine lineare Abbildung f : V +— W st injektiv genau dann wenn
Ker f = 0 ist. Auflerdem gilt ¥V u,v € V:

flu)=fwv) & u—veKerf
Beweis [2, 29]

Satz 3.1 (Dimensionsformel). Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Dann gilt

dimKer f + dimIm f = dim V.
Beweis [2, 29]

Satz 3.2. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und dimV < co. Aquivalent sind:
o fist injektiv.
o fist surjektiv.
o fist bijektiv.

Bemerkung 3.1. Fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume existieren stets injektive li-
neare Abbildungen, die nicht surjektiv sind und surjektive Abbildungen, die nicht injektiv
sind.

Definition 3.3. Sei f : V — W eine lineare Abbildung.
rankyg f =dimg f(V) = dimg Im f
heifit Rang von f iber K.

Proposition 3.2. Sei (vi,...,v,) eine Basis von V und F : V — W eine lineare Abbil-
dung. Es gilt:

o 1n(f(0),.... [(tn)) = Tm f
e rank f ist die mazimale Anzahl linear unabhingiger Vektoren von (f(v1),..., f(vn))
o f surjektiv < rank f = dim W

o f injektiv < (f(v1),..., f(vy)) linear unabhdingig
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o f bijektiv < (f(v1),..., f(vn)) Basis von W

Beweis [2, 32]

Satz 3.3 (Hauptsatz iiber lineare Abbildungen). Seien V, W K-Vektorriume, (v1,...,vy)

Basis von V und wy,...,w, € W. Dann existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbil-
dung f :V — W mit der Eigenschaft f(v;) = w; V i.

Definition 3.4. .

e Fine bijektive K-lineare Abbildung heifst K-Vektorraum-Isomorphismus.

o Zwei K-Vektorriume heiflen isomorph, falls ein K-Vektorraum-Isomorphismus von
V nach W existiert.

Bemerkung 3.2. Wenn f: V — W ein Isomorphismus ist, so ist die Umkehrabbildung
LW — V definiert und ebenfalls bijektiv.

Folgerung 3.1. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum von endlicher Dimension. Dann
ist V isomorph zu K™.

3.1 Matrizen

Definition 3.5. Sei X eine Menge und m,n € N\O. Eine mxn Matriz M mit Koeffizienten
in X ist eine Abbildung

M:{1,....om} x{1,...,n}— X.
Ublicherweise schreibt man eine Matrix
M :{1,...,m} x{1,...,n}— X.

als rechteckiges Schema

M171 e Ml,n
: M; ; :
Mup1 ... Mpn
Satz 3.4. Seien V, W Vektorrdume iiber K und f : V — W eine lineare Abbildung.
Seien B = (v1,...,0m) und C = (w1, ..., w,) Basen von V beziehungsweise W. Fliir jedes
i€ {l,...,m} existieren eindeutig bestimmte (1, ..., lin € K mit

f(ui) = piywr + - + g, wn
Definition 3.6. Die Matrix
Mpc(f):{1,....m}x{1,....,n} — K

(4,7) — M
heifst Matrixz von f beziiglich B und C.
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3.2 Strukturen linearer Abbildungen

Definition 3.7. Seien V und W K-Vektorridume. Die Menge
Hom(V,W)={¢: V= W | ¢ linear }

enthdlt alle Homomorphismen von V nach W.

Proposition 3.3. Der Vektorraum Hom(V, W) ist Untervektorraum des K- Vektorraumes

aller Abbildungen von V nach W.
Beweis [2, 36]

Proposition 3.4. Seien U, V,W K-Vektorriume.
e Sindp:Uw—V und:V — W linear, so auch po¢p:U — W.
o id: V — V ust linear.
o Ist ¢ : U — V bijektiv und linear, so ist auch ¢~ linear.

Proposition 3.5. Seien ¢1,¢2: U — V und 1,909 : V — W lineare Abbildungen. Dann
gilt

e po(d1+¢2) =101 +Y10¢
o (V1 +12)odr=v1001+1Y20¢1
o (A1) o1 = A(Y10¢1) =1h10 (A1)
Satz 3.5. End(V) = Hom(V, V) ist mit den Verknipfungen (+,0) und 1 ein Ring.

Satz 3.6 (General linear group). GL(V) ={¢: V — V | ¢ linear und bijektiv} ist mit
der Verkniipfung o eine Gruppe.

3.3 Strukturen von Matrizen

Notation 3.1. Sei A : {1,...,m} x {1,...,n} — K;(i,j) — a;; gegeben. Schreibe A =
(Aij) € Myxn(K).

Definition 3.8 (Komponentenweise Verkniipfungen). Sei A = (a;;),B = (b;j) €
Msn(K). Dann ist die Addition

A+ B = (aij + sz) S men(K)

und Skalarmultiplikation
A = ()\aij)

definiert.

Definition 3.9 (Matrixmultiplikation). Das Produkt zweier Matrizen C = A - B ist

definiert durch
n
cij =Y aipbpj.
k=1

Faustregel: “Zeile mal Spalte “
Proposition 3.6. Seien A, A1, Ay € My, xn(K) sowie B, B, By € M, «;(K). Dann gilt
° A'(BI+B2):A'B1+A‘B2
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° (A1—|—A2)B:A1B+AQB
e (M)-B=XA-B)=A-(A\B)

Satz 3.7. M, (K) := Myxn(K) ist mit den Verkniipfungen (+,0) ein Ring mit 1 und eine
K-Algebra.

Definition 3.10. Fine Matriz A heifit invertierbar, falls eine Matriz A" existiert, sodass
AAT ' =AT'A=E,.

Satz 3.8 (General linear group). GL,(K) = {A € M,(K) | A invertierbar} ist eine
Gruppe.

T
Definition 3.11. Sei K ein Korper, A = (a;;) € K™ " eine Matriz sowie x =

xn
ein Vektor. Dann ist die lineare Abbildung ¢4 : K" — K™, x — Ax idber die Matriz A
reprdasentiert:

ail ... Qin 1 111 + - -+ + A1nTn
Ax = . . = c K™
Aml .- Qmn Tn Am1T1 + +* + ApnTn
Bemerkung 3.3. Es gilt fir allei € {1,...,n}:
Ay
pa(e) = Ae; = | = i-te Spalte von A
Ami

Die Spalten von A sind die Bilder der Standardbasisvektoren unter der Abbildung ¢ 4.
Bemerkung 3.4.
Impg =pa(K")={bec K" | Jxec K" : Ax= b}
=lin(pa(€), ..., Palen))
= Unterraum von K™, der von den Spalten von A aufgespannt wird.

=: Spaltenraum von A

3.4 Rangberechnung
Definition 3.12 (Rang einer Matrix). Der Rang einer Matriz ist definiert als

rankg A :=rankgops = dimg lin(pa(e;), ..., dpa(en)).
Beispiel [2, 41]

Satz 3.9. Der Rang einer Matriz A entspricht stets dem Rang einer Zeilenstufenform aus
dem Gauf-Jordan-Agorithmus angewendet auf Ax= 0

Definition 3.13. Sei A = (a;;) € K™*". Die Matriz

ailr a1 ... am1
AT _ a2 a22 " : e Knxm
aip, Aa2n ... Amn

heifst Transponierte von A.
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Proposition 3.7. Sei A € K™ B e K™ ™. Dann ist
(AB)T = BT AT.
Bemerkung 3.5. Der Zeilenrang einer Matriz ist definiert als der Rang von AT

Folgerung 3.2. Fiir A € K™*" ist der Zeilenrang von A gleich dem Rang von A.

3.5 Darstellung linearer Abbildungen als Matrizen
Proposition 3.8. Die Abbildung
¢: K™ — Hom(K", K™); A+ ¢a

ist ein linearer Isomorphismus. Die Abbildung ¢~ ordnet einer linearen Abbildung ¢ :
K™ — K™ die Matriz [¢] von ¢ beziiglich der Standardbasen von K™ und K™ zu.

Folgerung 3.3. dimg Hom(K™, K") =m-n
Proposition 3.9. .
e VAc K>™ Be K™™: ¢ps0¢p=odan
e V¢ € Hom(K!, K™), ¢ € Hom(K™, K") :
[poy] =gl [¢]

e Die Abbildung
O: K" —End(K"): A ¢a
ist ein Ring-Isomorphismus.

Lemma 3.1. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und sei B = (by,. .., b,) eine Basis
von V. Dann ldsst sich v € V' eindeutig schreiben als

v=MAb 4+ -+ A\, by.
Der Koordinatenvektor von v beziiglich B ist definiert als

A
Wg=1:]€K"
An

Die Abbildung
kp:V — K" v~ [v]g

ist ein K-Vektorraum-Isomorphismus, weil das Bild von B wegen [b)] = | 1| = & eine

Basis von K™ ist.

Lemma 3.2. Seien V, W K-Vektorriume und f : V +— W linear. Zu Basen B =
(b1,...,by) und C = (¢1,...,¢c,) von V bezichungsweise W ist

|
[f16 = Mpc(f) = [f<b|i>]c [f(b‘n)]c

die Matrixz von f beziiglich B und C.

10
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Proposition 3.10. Fiir allev € V gilt

/¢ [l = [f(0)]c -

Definition 3.14. Fiir jede lineare Abbildung f : V — W ezistiert zu gegebenen Basen B
und C eine Matrix [f]g Wir definieren die Abbildung

DL . Hom(V, W) s K™ f v [f]5.
Proposition 3.11. ®3 : Hom(V, W) — K™*" ist ein linearer Isomorphismus.

Proposition 3.12. Seien U, V,W K-Vektorrdume mit Basen A, B,C. Fiir die Abbildun-
geng:U—V und f:V — W gilt dann

[fogle =118 lala-

Das Diagram

U B W
ka kg ke
KP K" K™
9] (118

ist kommutativ.

Definition 3.15 (Basiswechsel). Seien B = (by,...,b,) und B’ = (b",...,b%,) Basen
des K-Vektorraums V. Jedes v € V ldsst sich beziiglich B und B’ darstellen:

Fiir die Vektoren by, ...,V existiert damit folgende Darstellung:

0
S1i :
bilg:=1 : [b%] 5 = | 1| « i-te Stelle
Sni :
0

Die Transformationsmatriz des Basiswechsels von B’ nach B ist dann definiert als

S11 .- S1n
s=1 : | = hdug
Spl1 .- Snn
Proposition 3.13. Sei f : V — W linear. Auﬂerglem seien B, B’ Basen von V und C,
C” Basen von W. Setze S = [id,]5 und R = [idw]g . Dann gilt
[fler =R 11168

und

f1E=R-[f15 57"

11

Beweis [2, S. 46]

Beispiel [2, S. 48]
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3.6 Gleichungssysteme

Sei das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Korper K gegeben:

a1, + -+ A1nTn — bl

Am1Z1 + -+ ATy = by

Alternativ kann das Gleichungssystem auch als

Ax=b (%)
mit
a1l ... Qin b1 1
A=| : D leK™" b=|: |eK" x=|:]|eK"
Ami -+ Qmn bim T

Das zugehorige homogene Gleichungssystem lisst sich dann schreiben als Ax =0 (*%).

Proposition 3.14. Die Lisungen von (**) bilden einen Untervektorraum U von K™.
Dabei ist dimU = n — rank A =: k. Eine Basis (u1,...,ux) von U heiffit System von
Fundamentallosungen von (**). Jede Losung von (**) ist Linearkombination der Funda-
mentallésungen.

Proposition 3.15 (Existenz von Lésungen). .
e Das homogene System (**) hat stets die triviale Losung x = 0.
e Das inhomogene System (*) hat mindestens eine Lisung
< b € Spaltenraum von A
< rank(A) = rank(A|b)
ail e A1n b1
(Alb) =
aml - - - Amn, bm

Proposition 3.16. Angenommen das inhomogene System (*) hat mindestens eine Lisung
xg € K™. Dann ist

J/‘Q+U:{3L‘0+>\1U1+~'-+>\kuk | )\iEK}
die Menge aller Losungen von (*).

Definition 3.16. Sei V ein K-Vektorraum, U < V,x € V. Dann heifit die Menge x + U
affiner Unterraum von V.

Proposition 3.17. Sei nun m = n, daher die Matriz A € K™ quadratisch. Aquivalent
sind

e Das lineare Gleichungssystem Ax = b hat eine eindeutige Lisung.
o A ist invertierbar.

e rankA=n

12
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4 Determinanten

Definition 4.1. Fine Determinante ist eine Abbildung det : K™*" — K mit den folgenden
Eigenschaften:

o det(E,) =1
e det(AB) = det(A) det(B)
o det(AT) = det(A)
o A invertierbar < det(A) # 0
Definition 4.2. FEine Abbildung F: K™ x --- x K™ — K (fiir n > 1) heif$t
o Multilinearform auf K™, falls gilt Vi Yui, YA\, u € K Vz,y inV:

F(Vigy ooy Vie1, AT + 1Y, Vige15 - - - Un)
= )‘F(/U’L]) -y Vi—1, T, Vg1, - - '7vn) +HF(’U”, <oy Vi1, Y5 Vit 1, - - - ,’Un)

o alternierende Multilinearform auf K™, falls aufSer der Bedingung fiir Multilinearfor-
men zusdtzlich gilt:

F(vi,...,vy) =0 falls v; = v; firi#j

e normierte alternierende Multilinearform auf K", falls aufler der Bedingung fiir al-
ternierende Multilinearformen zusdtzlich gilt:

F(el,...,en) =1

Beweis [2, S. 54]

Lemma 4.1. Sei F: K" x K™ — K eine alternierende Multilinearform und v1,...,v, €
K™. Dann gilt F(vj,...,v,) =0, falls (v1,...,v,) linear abhingig sind.

Satz 4.1. Sei F': K"x---x K"+ K eine alternierende Multilinearform mit F (e, ..., e,) =
0. Dann folgt F = 0.

Folgerung 4.1. Seien F,G : K" x --- x K" +— K alternierende Linearformen mit

F(ei,...,en) = G(e1,...,en). Dann folgt dass F identisch G ist. Insbesondere gibt es
hdchstens eine Determinantenform auf K™.

4.1 Konstruktion der Determinantenform auf K"

Satz 4.2. Fir die K' und K? Matrizen gelten folgende MLF:
Di:K—K:z—=x

D2 K — K <<U1> s <vl>> = U1V2 — UV
U2 U2

Satz 4.3 (Laplace-Entwicklung). Sei A € K"*" eine Matriz. Fir die Determinante von
A gilt dann:

n

Dy(A) =) (=1)"ai;Dy—1(Ay)

j=1
fir ein beliebiges i € {1,...,n}. Dabei ist A;; € K=Ux(=1) gureh Streichung der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte aus A hervorgegangen.

Notation 4.1. Statt D,,(A) = D, ((a;j)) schreiben wir auch |a;;| beziehungsweise Dy, (a1, . .., ay)
fir A= (ay,...,ay).

Lemma 4.2. Die Abbildung D,, : K"*" — K ist multilinear, alternierend und normiert.

Definition 4.3. Die Abbildung det = D,, : K™"*" — K heifit Determinante auf K™.

13
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4.2 Eigenschaften der Determinante
Proposition 4.1. Fir A € K™ gilt det(AT) = det(A).
Proposition 4.2. Seien A, B € K™*"™. Dann gilt
o det(AB) = det(A) - det(B)
e Fulls A invertierbar ist, gilt det(A) # 0 und det(A™1) = #(A) = [det(A4)]7L.
Proposition 4.3. Sei A € K™*"™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
o det(A) #0
o Ac GL,(K), daher A ist invertierbar.

o Vbe K" ist das lineare Gleichungssystem Ax = b eindeutig ldsbar.

Die Spalten von A sind linear unabhdngig.
e Die Zeilen von A sind linear unabhdngig.
e rank A=n

Definition 4.4. Zwei Matrizen A,B € K™ ™ heiflen dhnlich, falls ein S € GLp(K)
existiert mit B = S™1AS.

Proposition 4.4. Ahnliche Matrizen haben die selbe Determinante. Insbesondere ist da-
mit die Determinante eines beliebigen linearen Endomorphismus ¢ : K™ — K™ unabhdngig
von der Wahl der Basen eindeutig definiert.

Satz 4.4. Sei A = (a;;) € K™, Es gilt

det(A) = Z (_1)sgn(0') . ala(l) YT am(n)
ceSym{l,...,n}

Dabei ist o eine Permutation der Zahlen {1,...,n}.
sgn(o) := Anzahl der Paare (i,j) mit 1 <i < j <mn und o(i) > o(j)

sgn(o) gibt die Zahl der Vertauschungen von Zweiertupeln an, die bendtigt werden, um
die Permutation o zu erzeugen.

Satz 4.5. Sei A = (a;;) € K"*" eine obere Dreiecksmatriz, daher a;; =0V i > j. Dann
gilt

det(A) = a1 - a2 - ...  Qupp-

Die selbe Aussage gilt auch fiir untere Dreiecksmatrizen.

14
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5 FEuklidische und unitidre Riume

Definition 5.1. Sei K ein beliebiger Korper und V ein K-Vektorraum. Fine Abbildung
f:V xV i K heifit K-Bilinearform, falls gilt V o, 3 € K ¥ u,u/,v'v' € V:

flou+ pu',v) = af (u,0) + Bf (W, 0)

und

fu, 00+ Bv') = af (u,v) + Bf (u, v')

Definition 5.2. Die K-Bilinearform f heif$t ausgeartet, falls ein u # 0 existiert mit der
FEigenschaft, dass¥ v €V gilt: f(u,v) =0

Definition 5.3. Das Standardskalarprodukt ist die K-Bilinearform f:V xV — K mit

flu,v) = ulv =ugvy + - + ugug.
Bemerkung 5.1. Das Standardskalarprodukt ist symmetrisch, das heiffit V u,v € V gilt
flu,v) = f(v,uw).

Definition 5.4. Im Fall K =R heifst das Standardskalarprodukt Fuklidisches Skalarpro-

dukt. Notation: < u,v >=ulv

Proposition 5.1. Das euklidische Skalarprodukt ist R-bilinear, symmetrisch und positiv
definit, das heifst V v € R gilt

o <v,v>>0
e <v,v>=0 & v=_0
Definition 5.5. Die euklidische Norm eines Vektors v € R wird definiert als
[v]| := v<v,0>.

Proposition 5.2. Auf den komplexen Zahlen ist die Konjugation

siz=x 4y — 2= — 1Y
ein Korperautomorphismus mit der Eigenschaft
(z2)=2zVzeC.

Definition 5.6. Das hermitesche Skalarprodukt auf C? ist definiert durch

< z,w >:= zT@:zlw1+---—|—zdwd

Proposition 5.3. Das hermitesche Skalarprodukt ist C-semi-bilinear, hermitesch und po-
sitiv definit, das heift es gilt V o, 3 € CV z, 2'w,w’ € C%:

e <az+pBZw>s=a<z,w>+B<,w>
o <zaw+puw >=a<z,w>+F<z,w >

o Jzw>=< W,z >

<z,z>>0

e <z,z>=0 & 2=0

15
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Definition 5.7. Sei V ein R-Vektorraum mit einer symmetrischen, positiv definiten R-
Bilinearform < -,- >: V x V i+ R. Dann heifit (V,< -, >) euklidischer Raum.

Definition 5.8. Sei V ein C-Vektorraum mit einer hermiteschen, positiv definiten C-
Semi-Bilinearform < -,- >: V x V i+ C. Dann heifst (V,< - - >) unitdrer Raum.

Bemerkung 5.2. Sei (V,< -,- >) ein unitirer Raum. Insbesondere ist V ein komplexer
Vektorraum mit Skalarmultiplikation

CxVe=Vi\v)— Ao
Diese ldsst sich einschrinken auf reelle Skalare
RxVi=V:(A\v)— X

und man erhdlt einen reellen Vektorraum Vg.
Weiter ist dann

1 1
(v,w) := Re(< v,w >) = §(< v,w >+ < w,v>) = §(< v,w > +< v, w >)

eine R-Bilinearform auf Vg, die symmetrisch und positiv definit ist, daher (Vg,< -, >)
st ein euklidischer Raum.

Definition 5.9. Sei (V, < -, >) ein euklidischer oder unititer Raum. Dann definiert

||| = v<v,0>

die Norm von v € V. Ferner heiflen v,w € V orthogonal, falls gilt < v,w >= 0. Vektoren
der Norm 1 heiffen Einheitsvektoren.

Bemerkung 5.3. Fira € K undv €V gilt
llav]| = V< av,av > = Vaay/< v,v > = |af - ||v]].

5.1 Geometrische Eigenschaften euklidischer und unitidrer Riume

Bemerkung 5.4 (Polarisierungsidentitéiten). .

o Im euklidischen Fuall:

<ay>= - (lz+ylf’ —llz —ylf)

=

o Im unitdiren Fall:
1 ) ) ) )
<@y >= - (lz + yll? = llz — yl* + illz + iy||* — i |z — iy[|*)

Sowohl im euklidischen als auch im unitdren Raum ist das Skalarproduckt durch die Norm
bestimmt.
Satz 5.1 (Satz des Pythagoras).
aly = |lz|? + Iyl = llz +yl]?
Satz 5.2 (Ungleichung von Cauchy-Schwarz).
| <2,y > [ < |lz]l- [yl

Definition 5.10. Sei (V,< -, >) ein euklidischer oder unitirer Raum. Zu xz,y € V' \ {0}
sei der Winkel v € [0, 1] definiert durch

Re < x,y >

cosy = —

BRI
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6 Metrische Raume
Definition 6.1. FEine Menge M mit einer Abbildung
d: MxzM — Rsq (Metrik)

heifit metrischer Raum, falls gilt ¥V x,y,z € M :

1. d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

Beweis [2, S. 66]
Satz 6.1. Sei (V,< -,- >) ein euklidischer oder unitdrer Raum. Dann definiert

d(z,y) = |lz —yll =vV<z -y, —y >
eine Metrik auf V.
Satz 6.2. Sei (V,< -,- >) ein euklidischer oder unitirer Raum.
o llo+yll =zl + 18l & FaeR:y=az
o | <z,y>|=|z|llyll] & =,y linear abhingig
Satz 6.3. Sei (V,< -,->) ein euklidischer Raum.

eVr,ycV I my,cV:
D(z,myy) = d(y, myy) = sd(z,y) (Mittelpunkt)

o Sei ¢ : V = V eine Abbildung mit ¢(0) = 0 und d(¢(z),d(y)) = d(z,y) fir alle
x,y € V (abstandserhaltend). Dann gilt: ¢ ist linear.

6.1 Orthonormalbasen

Definition 6.2. FEine Familie (vy,...,vy) € V \ {0} heifit Orthogonalsystem, falls gilt

v; Lowj fiir i # j.

Gilt zusdtzlich ||vi|| = 1, dann heifit das System Orthonormalsystem.
Ein Orthonormalsystem, das eine Basis von V ist, heifst Orthonormalbasis.

Beispiel [2, S. 68]
Beweis [2, S. 68]
Beispiel [2, S. 69]

Lemma 6.1. Jedes Orthogonalsystem (v1,...,vy) ist linear unabhdngig.

Bemerkung 6.1 (Koordinaten beziiglich Orthonormalbasen). Sei vy,...,v, eine
Orthonormalbasis von V. Dann lisst sich ein beliebiges v € V' eindeutig darstellen als

V=A101F -+ Ao, A € KL

v=<v,V1 >V + -+ <VU,0, > Up

17
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6.1.1 Orthonormalisierungsverfahren nach Gram-Schmidt

Sei (by,...,by) eine linear unabhéngige Familie in V. Es gilt dimg (b1,...,b,) = m. Im
Folgenden konstruieren wir eine Orthonormalbasis fiir U := lin(by, ..., by):
Ul = b1 v = Hzm
Uy 1= boy— < by, v1 > vy Vg = ||Z§H
ug = by3— < bz, v1 > v1— < b3, v > Uy w3 := ||Z§H
_]. m
t 1= by = S5 < b > v bm =

Satz 6.4. (vy,...,vx) ist eine Orthonormalbasis firlin(by, ..., by,) fir allek € {1,...,m}.

Folgerung 6.1. Jeder endlich dimensionale Teilraum von V bestizt eine Orthonormalba-
518.

6.2 Orthogonale Teilraiume
Definition 6.3. Sei (V, < -,- >) ein euklidischer oder unitirer Raum. Zu M C 'V setze
Mt :={veV|VmeM:<v,m>=0}.
Lemma 6.2. M~ ist linearer Teilraum von V.
Proposition 6.1. Seien A, B C V. Dann gilt:
e ACB= A-D> Bt
e ACB+=BCA*
o AC (ALt
o AL C((Ahh)E

Bemerkung 6.2. Sei V =R" und a € V. Dann ist a* := {a}* = {v € R” :< a,v >= 0}
(Hyperebene). Fir a = (a1,...,an),x = (T1,...,2,) gilt < a,x >= ayx1 + -+ apty, das
heifit a- ist die Losungsmenge der linearen Gleichung a1xi + - -+ 4+ apxn = 0.

Weiter gilt fir a,b,c,--- € R", dass a,b,c, .. A =adtnbtnet. .. die Lésungsmenge des
homogenen linearen Gleichungssystems.

Lemma 6.3. Seien ay,...,aym € V und U :=lin(ay, ..., ay). Dann gilt
Ut ={ai,...,am}*.

Satz 6.5 (Orthogonalprojektion). Sei U < V endlich-dimensionaler Teilraum mit
Orthonormalbasis (u1, . .., Uy). Fir die Abbildung

m
m: Vi Us; v'—>7r(v):2<v,ui>~ui
i=1

gelten folgende Eigenschaften:
e 7 ist linear.

e T(v)eUVveV

18
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e T(u)=uvVuelU

e TOT =T

e Im(7) = U und Ker(r) = U+

e v—m(v) €U firalleveV

o |[v—7)| <|lv—ull firalleveV undu e U; Gleichheit gilt nur fir u = 7(v).

Aus dem letzten Punkt folgt, dass m nicht von der speziellen Wahl der Orthonormalbasis
abhdngt.

6.3 Summen in Vektorrdumen

Definition 6.4. Sei V ein Vektorraum iber einem beliebigen Korper K. Fiir beliebige
Teilmengen A, B C 'V heifit

A+ B:={a+blac Abe B}

(Minkowski-)Summe von A und B.

Beispiel [2, S. 74]
Lemma 6.4. Falls A, B <V Teilrdume sind, so ist auch A+ B <V ein Teilraum.

Lemma 6.5. Seien A, B <V endlich-dimensionale Teilrdume. Dann gilt dim(A + B) =
dim(A) + dim(B) — dim(A N B).

Definition 6.5. Seien A, B <V Teilriaume mit ANB = {0}. Dann heifft A B := A+B
die (innere) direkte Summe von A und B.

Proposition 6.2. Sei (V,< -,- >) ein euklidischer oder unitirer Raum und sei U <V
ein endlich-dimensionaler Teilraum. Dann gilt

V=UaU" und UnU*L = {0}.

Falls dimg < oo gilt, dann ist dim(U+) = dim(V) — dim(U).
Beispiel [2, S. 75f]

Folgerung 6.2. Sein U <V ein endlich-dimensionaler Teilraum. Dann gilt (U)* = U.

Bemerkung 6.3. Die Funktionen vy und wy, die fir x € [0,1] definiert sind durch
vg(x) = cos(2mkx) und wy, = sin(2wkx)

fiir k € N, bilden ein Orthogonalsystem in <[0,1]. Durch Skalierung mit /2 erhalten wir
ein Orthonormalsystem von Funktionen vj, v}, ..., wj,w),. ...

Definition 6.6. Der lineare Teilraum T,, := lin(vy, v1, ..., Un, W1, Wa, ..., wy,) heifft Raum
der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.

Definition 6.7. Es sei Il,, : C — 7, die orthogonale Projektion auf den Raum der trigo-
nometrischen Polynome vom Grad < n. IL,(f) die zu f € C|0,1] beziiglich der Ly Norm
beste Approximation vom Grad < n. Es gilt

n
ILa(f) =< f.00 > vp + Y (< fivh > vht < fruw), > -wf)
k=1
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< f,v9 > vg
= -+ ...
|[v][?
a n
= 50 + ) (aycos(2mkx) + by sin(27kx))

k=1

mit ay, = 2 fol f(z)cos(2rkx)dx fir k € N und by, = 2 fol f(x)sin(2nkz)dx fir k € N\ {0}.
Die unendliche Reihe Y ;2 (ay cos(2mkx) + by sin(2nkx)) heifit Fourierreihe von f.
Falls f zweimal stetig differenzierbar und f(0)=1, dann konvergiert die Fourierreihe gleich-

mdafig gegen f.

6.4 Orthogonale und unitire Abbildungen

Definition 6.8. Sei (V, < -,- >) ein euklidischer (oder unitirer) Raum. Eine invertierbare
lineare Abbildung ¢ : V +— V heifit orthogonal (bzw. unitir), falls gilt:

<p(x),py) >=<z,y> Va,yecV

Bemerkung 6.4. Orhtogonale (bzw. unitire) Abbildungen erhalten Lingen und Winkel.
Fir dim < oo folgt die Invertierbarkeit aus der Isometrieeigenschaft.

Definition 6.9. Die Menge GL(V) aller invertierbaren linearen Abbildungen von V nach
V bilden eine Gruppe beziiglich der Hintereinanderausfithrung.

Fiir (V,< -,- >) euklidisch heifit O(V) := {p € GL(V)| ¢ orthogonal} die orthogonale
Gruppe von V. Fir (V,< -+ >) unitir heifst U(V) := {¢ € GL(V)| ¢ unitir} die

unitdare Gruppe von V.

Proposition 6.3. Sei (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis von V. Es gilt:
¢ € GL(V) orthogonal < (o(v1),...,0(v,)) Orthonormalbasis von V.

Definition 6.10. Eine Matriz Q € R™" heifit orthogonal, falls gilt Q - QT = E,. Aufer-
dem gilt dann det(Q) = £1.

Notation 6.1. O,R := {Q € R™"| QQT = E,} C GL,(R)

Definition 6.11. Fir M = (myj);; € C™" heifit die Matrizc M* := M

adjungierte Matrix.

= (mji),-j die
Definition 6.12. FEine Matrix Q € C™*™ heif$t unitir, falls gilt Q - Q* = E,. Auflerdem
gilt dann det(Q) = £1.

Notation 6.2. U,C :={Q € C"*"| Q! = Q*} C GL(C)

Definition 6.13. Die Gruppe SL,K := {M € GL,K| det(M) = 1} mit K € {R,C}
heifit die spezielle lineare Gruppe auf K.

Definition 6.14. Die Gruppe SO,R := O,R N SL,R heifit die spezielle orthogonale Gruppe
oder Gruppe der Drehungen auf R™.

Definition 6.15. Die Gruppe SU,C :=U,C N SL,C heifit die spezielle unitire Gruppe
auf C™.

Lemma 6.6.
O,R C GL,(R)

UnC C GL,(C)
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Satz 6.6. Es sei Q € K™*". Aquivalent sind:

Die lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ ist orthogonal bzw. unitir beziiglich dem eukli-
dischen (bzw. hermiteschen) Skalarprodukt auf K™, das heifst

Vo,we K" :<Qu,Quw >=< v,w > .

Die Spalten s1, ..., s, der Matriz Q) bilden ein Orthonormalsystem, das heifit

1, fallsi=j

< 8i, 85 >= (513 = .
0, ansonsten

Q ist eine orthogonale (bzw. unitire) Matriz, das heift QQT = E, (QQ* = E,).

Q ist invertierbar, und es gilt Q= Q7.

Die Zeilen von @ bilden ein Orthonormalsystem.

Q" ist eine orthogonale Matriz, dh. QTQ = E,,.
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7 Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition 7.1. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢ : V — V ein K-
linearer Endomorphismus. Ein Skalar A € K heifit Eigenwert von ¢, falls ein v € V' \ {0}
existiert, so dass

p(v) = A-v.

Jeder von Null verschiedene Vektor w, fir den gilt ¢(w) = X - w heifit Figenvektor zum
Eigenwert .
Der Unterraum

Vi :=WVa(¢) := ker(¢p — X -idy) = {v € V]|p(v) = X v}

heifit Eigenraum zum Eigenwert \ bzgl. ¢. Die Dimension dy := dim(V)) > 1 heifit
geometrische Vielfachheit von .

Definition 7.2. FEine lineare Abbildung ¢ heifit diagonalisierbar, falls es eine Basis von
V gibt, die aus Figenvektoren besteht. Das heifst die zugehdrige Matrix von ¢ beziiglich
dieser Basis ist eine Diagonalmatriz.

Bemerkung 7.1. Es gilt:
e \ FEigenwert von ¢ < Fv#0:(p—Aid)(v) =0 < Ker(¢p — Nidy) # {0}

o v ist Figenvektor von ¢ beziiglich des Figenwerts A < v # 0 und (¢ — X -id)(v) =
0 & veKer(p—Aid) # {0} (charakteristische Gleichung)

Satz 7.1. Sei ¢ € End(V). Es gilt:
A ist Eigenwert von ¢ < det(¢ — \id) =0

Zur Berechnung der Eigenvektoren beziiglich der Eigenwerte lost man die Gleichung (¢ —

Aid) -v = 0.

Definition 7.3. Sei M € K™*™. Dann heifst A € K FEigenwert von M, falls X Eigenwert
von
oyp K" — K" | x— M,

ist. Analog fiir Figenvektoren M - v = Av.

Satz 7.2. Seien Aq,..., A\, paarweise verschiedene Eigenwerte von ¢ und vi,...,v, die
zugehorigen Eigenvektoren. Dann ist (v1,...,v,) linear unabhdngig.

Folgerung 7.1. Fulls ¢ sogar n = dimg V' paarweise verschiedene Eigenwerte hat, so ist
¢ auch diagonalisierbar.

Bemerkung 7.2. Seien A1, ..., \, verschiedene Figenwerte von ¢ mit den geometrischen
Vielfachheiten dy, . .., dy,. Sei (bi1,...,biq,) eine Basis des Eigenraums Vy. Dann ist B =
(bi1,-.-,b1dy,---,br1,brq,) eine Basis von Vy, &--- @ Vy, Falls gilt dy +---+d, = n, dann
ist Vy, @ --- @V, =V und ¢ ist diagonalisierbar:

A
M 0

[¢]B =
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7.1 Polynome

Definition 7.4. Sei K ein Kiorper. Eine Funktion a : N — K : n +— a, mit der Eigen-
schaft, dass 3 N e NV n > N :a, =0 heifit Polynom mit Koeffizienten in K.

Notation 7.1. Wir schreiben eine Funktion
a = (ao,al,...,aN,(),...)

als
a(t) = ag + art + - - - + ant”,

wobei das Symbol t eine Unbestimmte und kein Element aus K ist.
K[t] = {ap + ait +---+ant | a; € K,N € N} ist die Menge aller Polynome mit
Koeffizienten in K in der Unbestimmien t.

Proposition 7.1. Mit der komponentenweisen Addition und der komponentenweisen Sk-
alarmultiplikation ist K [t] ein K-Vektorraum mit Basis (1,t,t2,...). Insbesondere ist K [t]
ein unendlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 7.5. Zusdtzlich kann man eine Polynommultiplikation definieren:

(ap + art + -+ ant™) - (bg 4 byt + - - - + bpst™)

= agbo + (aoby + arbo)t + -+ | D aiby | 5+ + anbpt" M
itj=k

Satz 7.3. (K [t],+,") ist eine kommutative K-Algebra, das heifit es gilt:

o (K[t],+,") mit der Skalarmultiplikation - ist ein K-Vektorraum.

o (K [t],+,) mit der Polynommultiplikation - ist ein kommutativer Ring.
o FEs gibt ein multiplikatives Neutralelement 1.

e Es gilt (Aa)b = A(ab) ¥ X\ € K;a,b € K [t].

Definition 7.6. Seia:N— K : n+— a, ein Polynom. Falls a = 0, setze deg(a) = —oc.
Fiir a # 0 sei deg(a) :== min{N € N |V n > N :a, = 0}. Die Zahl deg(a) € NU {—o0}
heiffit Grad von a.

Lemma 7.1. Seien a,b € K [t|. Dann gilt:
e deg(a+b) < max(deg(a),deg(b))
e deg(a-b) =deg(a)+ deg(b)
Folgerung 7.2. Sei a,b € K [t]\ {0}. Dann ist a-b # 0, das heifst der Ring K [t] ist

nullteilerfrei.

Definition 7.7. Zu einem Polynom a = ag + ait + --- + ant" € K [t] kann man die
Auswertungsabbildung oder auch Polynomfunktion

a: K— K, A>ag+ai A+ +a,\"

betrachten.
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Definition 7.8. Die Zahl X\ € K heifst Nullstelle von a € K [t], falls gilt
&:ao+a1)\+--~+aN)\N:0.

Proposition 7.2. Ist a € K [t] ein Polynom vom Grad d > 1 mit einer Nullstelle A € K,
so ezistiert ein eindeutig bestimmtes Polynom b € K [t] mit deg(b) = d—1 und a = (t—\)b.

Bemerkung 7.3. Die Umkehrung von Proposition 7.2 gilt ebenfalls: Falls a = (t — \)b,
dann ist A Nullstelle von a.

Folgerung 7.3. Ein Polynom in K [t] vom Grad d hat hochstens d Nullstellen in K.

Definition 7.9. Seien a € K [t] und A € K, so dass a = (t—M)*b fir s > 1 und b € K mit
b(\) # 0 Dann heifst s die Vielfachheit der Nullstelle A von a, und X heif$t s-fache Nullstelle

von a.

Bemerkung 7.4. Seien A1,..., )\, die verschiedenen Nullstellen des Polynoms a € K [t]
mit Vielfachheiten s1,...,s,. Dann existiert eindeutig ein Polynom b € K [t| ohne Null-

stellen, so dass
a=(t—X)% - (t—Ap)° - 0.

Bemerkung 7.5 (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes Polynom a € C [t] mit deg(a) > 1
besitzt eine Nullstelle. Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

7.2 Charakteristische Polynome
Definition 7.10. Sei A € K"™*™ eine quadratische Matriz. Die Determinante
xA(t) =det(A—t-E,) € K|[t]

heif$t charakteristisches Polynom von A.

Satz 7.4. xa(t) € K [t] ist ein Polynom vom Grad n. Es gilt
xa(t) = (=1)"t" + (=) A" + .-+ det(A).

Bemerkung 7.6. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen
Polynoms x 4.

Definition 7.11. Sei A Eigenwert von A. Dann heifit die Vielfachheit der Nullstelle A in
xA(t) =det(A —t- Ey,) die algebraische Vielfachheit des Eigenwerts \.

Proposition 7.3. Fir jeden Eigenwert A von A ist die geometrische Vielfachheit dy stets
kleiner oder gleich der algebraischen Vielfachheit.

Satz 7.5. Die Matrix A ist diagonalisierbar iber K genau dann wenn x4 € K][t] in
Linearfaktoren zerfillt, daher

xa(t) = (E—= A - (E = M),

und falls fiir jeden Eigenwert \; die allgemeine Vielfachheit mit der geometrischen Viel-
fachheit tibereinstimmt.

Bemerkung 7.7. Ahnliche Matrizen haben das gleiche charakteristische Polynom. Daher
haben sie auch die gleichen Eigenwerte.

Umgekehrt, zerfillt xa(t) = (A —t)1 - -+« (A, — t)! in Linearfaktoren und l; = d; ¥ i.
Dann folgt n = degxa =l + -+l =di+---+d, und damit K™ =V, @ V), und A ist
diagonalisierbar.
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Folgerung 7.4. Fine Matriz A € C™*" ist diagonalisierbar, wenn fir jeden Figenwert
A € C die geometrische und die algebraische Vielfachheit dibereinstimmen.

Folgerung 7.5. Jede komplere Matriz besitzt einen Eigenwert.

Definition 7.12. Sei neben der in Definition 7.7 angegebenen Abbildung die Auswertungs-
abbildung

W KW s K M o= agBy + aiM + agM? + - 4 an M™
definiert.
Bemerkung 7.8. .
e Die Abbildung ®py : k[z] — K™ :a+— a (M) ist ein K-Algebra-Homomorphismus.

o Man kann ebenso eine Auswertungsabbildung in EndgV betrachten fiir beliebige K-
Vektorrdume V.

Bemerkung 7.9. .
e Der Ring K|[t] ist nullteilerfrei, aber der Ring K™*", n > 2 ist dies nicht.

o FsqiltV e K:
W\E,) = agE, + ot \EL + - + a \VEY = a(\E,

Das heifit falls X Nullstelle von a ist, so gilt a(A\E,) =0
Beweis [2, S. 96f]
Satz 7.6 (Cayley-Hamilton). Sei M € K™ ™. Dann gilt xn (M) = 0.
Beweis [2, S. 97f]
Satz 7.7. Fir jede Matriz existiert genau ein Polynom pa minimalen Grades mit Leit- Beispiel [2, S. 98]
koeffizient 1, fir das gilt )
na(A) =0.

Das Polynom py € klt] heif$st das Minimalpolynom von A.

Bemerkung 7.10. Die Existenz annullierender Polynome zu linearen Abbildungen ist
nur im endlich-dimensionalen Vektorraum gesichert.

Satz 7.8. Ahnliche Matrizen haben das selbe Minimalpolynom.

Satz 7.9. Sei A € K™*™. Dann haben x4 und pa die selben Nullstellen.
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8 Diagonalisierung normaler Matrizen

Im Folgenden sei stets K € {R,C} und (K", < -,- >) der Standard-euklidische bzw. -
unitédre Raum.

Definition 8.1. Sei A = (a;;) € C"*". Die Adjungierte von A ist definiert als

T = AT = (ay)

A=A
mit A = (a;;).
Lemma 8.1 (Rechenregeln).
(A+ B)" = A"+ B*
(AA)* = XA* fir \ € C
(AB)* = B*A*, A™ = A
Definition 8.2. Sei A € K™*"

o A symmetrisch < A=AT

o A schifsymmetrisch < A= —AT

o A hermitesch & A = A* selbstadjungiert

e A schiefhermitesch & A= —A*

Lemma 8.2. Es gilt fiir A € C"*":

e A=3(A+A4)+i(A-4)

« A= (A4 AT) 4 }(AT)

o A= YA+ A+ 3(A- A
Lemma 8.3. Fir A € C"" und v,w € C" gilt

< Av,w >=< v, A%w > .
Folgerung 8.1. < v, Aw > = < v, A™ > = <0, (A")'w > = < A*v,w >
Definition 8.3. Fine Matrix A € C™*"™ heifst normal, falls gilt
AAT = AT A.

Bemerkung 8.1. Normal sind die folgenden Matrizen:

o unitare Matrizen

reelle orthogonale Matrizen

Diagonalmatrizen

hermitesche und schiefhermitesche Matrizen

reelle symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen
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Lemma 8.4. Sei A € C™" normal. Dann gilt:
e A—)\E, ist normalV A € C
e Q*AQ ist normal V Q € U,C

Lemma 8.5. Sei A € C"*" normal. Sei A\ € C FEigenwert von A und v zugehoriger

Eigenvektor. Dann gilt: X € C ist Eigenwert von A* mit zugehiorigem Eigenvektor v.

Proposition 8.1. Sei A € C"™™ hermitesch. Dann sind alle Eigenwerte von A reell.

Insbesondere sind die komplexen Eigenwerte reeller symmetrischer Matrizen stets reell.

Bemerkung 8.2. Komplexe symmetrische Matrizen kinnen nicht-reelle Eigenwerte ha-

ben.

Satz 8.1. Sei A € C™*" normal. Dann sind die Figenvektoren zu verschiedenen Figen-

werten orthogonal.
Satz 8.2. Sei A € C" ™ eine Matriz. Aquivalent sind:
o A ist normal.

o C™ besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A.

o s existiert Q € U, C, sodass Q~LAQ eine Diagonalmatriz ist.

Satz 8.3. Fir A € C"" sind dquivalent:

A ist hermitesch.

A ist normal und alle Eigenwerte sind reell.

3Q € U, C, sodass Q~'AQ eine reelle Diagonalmatriz ist.

Satz 8.4. Fiir A € R™™ sind dquivalent:

A ist symmetrisch.

R™ besitzt Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zu A.

3Q € O,R, sodass Q=T AQ eine (reelle) Diagonalmatriz ist.

Satz 8.5. Fiir A € C"™*" sind dquivalent:

o A unitdr

A ist normal und alle Eigenwerte haben den Betrag 1.

15t.

3Q € U, C, sodass Q~LAQ eine Diagonalmatriz mit dem Betrag der Eintrige von 1
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9 Jordansche Normalform

Definition 9.1. Sei K ein beliebiger Kiorper. Ein Jordanblock oder elementare Jordanma-
trix ist eine Matriz

A 0 0
0 A 1 0

Jm,A = .. . . e Kmxm
0 0 0 A

Lemma 9.1. Ein Jordanblock J,, » mit m > 1 ist nicht diagonalisierbar. Der Eigenraum
zum Figenwert A ist eindimensional.

Lemma 9.2. yij, = XJ,,, = (A—1)"

Definition 9.2. FEine Matriz A € K™™ besitzt Jordansche Normalform, falls sie eine
Blockdiagonalmatrix aus Jordanblocken ist:

Imai 0
0 I e

Satz 9.1. Sei V € C" und ¢ € EndcV ein Endomorphismus. Dann existiert eine Basis
B von V, sodass [¢|g Jordansche Normalform besitzt.

Folgerung 9.1. Sei A € C"™™. Dann ist A dhnlich zu einer Matrix in Jordanscher
Normalform, daher existiert B € GL,C : B"YAB in Jordanscher Normalform ist.

Folgerung 9.2. Zwei komplexe Matrizen sind dhnlich genau dann wenn sie bis auf Um-
ordnungen der Jordanblicke dieselbe Jordansche Normalform haben.

Sei V' =C", ¢ € EndcV und \ ein Eigenvektor von ¢. Sei B = (v1, ..., Um, Umt1,---,Un)
eine Basis von V beziiglich derer gilt:

Im A 0
[¢[p = .
0
Dann gilt:
¢(’Ul) = )\’Ul (¢ — )\id)’Ul =0
d(v2) = wvi+ Ao (p—Aid)vy = ol
“ . . ;
¢(Um) : Um—1 + AUy, (¢ - )‘ld)vm : Um—1

Definition 9.3. Eine Familie (v1,...,vn) in V heifst Jordankette zum Eigenvektor A von
o, falls vi £ 0 und (*) erfiillt ist.

Lemma 9.3. Eine Jordankette zum Figenwert A von ¢ ist linear unabhdngig.

Definition 9.4. Fin Vektorv € V\{0} heifst verallgemeinerter Eigenvektor (oder Hauptvektor)

von ¢, falls ein m € N\ {0} existiert mit
(k%) (p—Aid)™ -0 =0

Das kleinste m € N, fiir das (**) gilt, heifit Stufe von v.
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Definition 9.5. Sei v ein Hauptvektor der Stufe m. Wir setzten

v = (¢ — Aid)™ v
vy = (¢—Aid)™ %
Um—1 = (¢ —Aid)v
U = U
Dann gilt offenbar (*), und (v1,...,vn) ist eine Jordankette, also linear unabhdingig.
=>m<n

Definition 9.6.
VA9) = U ker(¢ — Nid)* = lin(vy, ..., vm)
kinN
heifit verallgemeinerter Eigenraum von A.

Satz 9.2. Sei V. = C", ¢ € EndcV mit den paarweise verschiedenen FEigenwerten
Aly .-y A Dann gilt

V=VM@) @ @ V().
Bemerkung 9.1. dimV?i(¢) = algebraische Vielfachheit von
Lemma 9.4. Sei ( = (v%,...,v}l,v%,...,vi,...,v‘f,...,vfs
ketten zum Figenwert A von ¢, daher

(¢ — Aid)oly, = v} fir 1 <j <1

) eine Familie von s Jordan-

und '
(¢ — Aid)v]; =0
Sind die Eigenvektoren vi,... v$ linear unabhdingig, so sind alle Vektoren von C linear
unabhdngig.
Lemma 9.5. Sei ¢ = (vi,... ,vlll,v%, R Ul227 oy VT, .., 01 ), aber linear abhingig. Dann

existiert eine Familie ¢’ von Jordanketten mit lin(() = lin({’), die einen Vektor weniger
als ¢ enthdlt.

Satz 9.3. Fiir jeden Eigenwert X von ¢ besitzt der verallgemeinerte Eigenraum V(¢)
eine Jordanbasis.

9.1 Verfahren zur Bestimmung einer Jordanbasis

Sei V = C" und ¢ € EndcV. Nachfolgend ist ein Verfahren zur Bestimmung einer Jor-
danbasis von V beziiglich ¢ angegeben, sodass also [¢] ; Jordansche Normalform besitzt.

e Bestimme Eigenwerte A1, ..., A von ¢ mit ihren algebraischen Vielfachheiten [y, ..., [i.

e Fiir jeden Eigenwert )\;: Bestimme die Basis des verallgemeinerten Eigenraums V21 ().
Dazu 16st man schrittweise die linearen Gleichungssysteme

(¢ — Niid)/v =0 fiir j = 1,2,...
bis man /; linear unabhéngige Losungen gefunden hat.

e Bilde Jordanketten und verkiirze sie schrittweise durch Anwendung von Lemma 9.5,
bis man eine Basis erhalt.

e Die Matrix des Basiswechsels besitzt als Spalten verallgemeinerte Figenvektoren
(kettenweise aufsteigend).
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10 Quadratische Formen

Definition 10.1. FEine Abbildung Q : V — R heifit quadratische Form, falls gilt:

e QM) =NQ)VAIeERvEV

e Bo VXV = R: (4,0) = 1[Qu+v)—Q(u) — Qv)] ist eine symmetrische
Bilinearform.

Definition 10.2. Q heifft die zu 0 assoziierte quadratische Form.

Bemerkung 10.1. Die aus Definition 10.1 resultierende Entsprechung zwischen quadra-
tischer Form und symmetrischer Bilinearform gilt allgemein tiber beliebigen Korpern, in
denen 14+ 1 # 0 gilt.

Sei nun V = R"™ und B = (vy,...,v,) eine Basis. Sei 8 : V x V — R eine symmetrische
Bilinearform. Definiere §;; € R fiir 1 < 4,5 <n durch 8;; := §(vi, v;).

Definition 10.3. [3]z = (8ij)1<i,j<n heifst Matriz von [ beziglich B.

Lemma 10.1. Sei B = (b;;) € Ry,x,, eine beliebige symmetrische Matriz. Dann definiert
(u,v) — u' Bv

eine symmetrische Bilinearform auf V.

Satz 10.1. Sei B’ = (v}, ...,v}) eine weitere Basis und [ eine symmetrische Lilinearform
mit Matrizen A = ]z und A" = 8] g, Es sei ferner S = (s;;) die Matriz des Basiswech-
Sil
sels von B’ nach B, daher S = [id]g/ und | 1| = [vi] 5.

Sin
Dann gilt
Al = STAS.

Satz 10.2. Sei V = R" der euklidische Vektorraum mit dem Standardskalarprodukt <
o> 8ei BV xV — R eine symmetrische Bilinearform mit assoziierter quadratischer
Form Q(v) = B(v,v). Dann existiert eine Orthonormalbasis B = (v1,...,v,) von R", so
dass [B]g eine Diagonalmatriz ist, daher

A o... O
Bl =1 : oo
0 ... M\

Die eindimensionalen Teilrdume, die von den Basisvektoren v; aufgespannt werden, heiflen
Hauptachsen von .

Definition 10.4. Fiir eine quadratische Form @ : V — R heifit {v € V | Q(v) = 1}
Quadrik zu Q.
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11 Gauf3-Jordan Algorithmus

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

ailxry + -+ apprn = bl
Am1T1+ -+ GmnTn = by (1)
iiber K. Gesucht sind Losungen (z1,...,2y,).
Definition 11.1. Das Gleichungssystem 1 heifit homogen, falls b, = --- = b, = 0. An-

dernfalls heifit es inhomogen.

Proposition 11.1. Die Lisungsmenge der linearen Gleichungssystems dndert sich nicht
unter den folgenden elementaren Zeilenoperationen:

1. Addiere zu einer Gleichung das \-fache einer anderen Gleichung
2. Tausche zwei Gleichungen

3. Multipliziere eine Gleichung mit A € K \ {0}

11.1  Algorithmus
Beispiel [2, S. 23]
1. e Falls a;; # 0, subtrahiere das Z—*llll—fache der 1. Gleichung von der n-ten Glei-
chung.

e Falls a1 = 0, so finde a;; # 0 und vertausche die 1. Gleichung mit der i-ten.

e Falls kein solches a;; existiert, so tue nichts.

2. Die unteren m — 1 Gleichungen des modifizierten Gleichungssystems kénnen wie im
Schritt 1 behandelt werden.

Nach m—1 Schritten hat das entstandene lineare Gleichungssystem die folgende Zeilenstufenform:

CLj,TJj1 + -+ -+ ClpTy dy
C2jpTjo + + + ConTy = do
errxjr + crpnxTy = dr

0 = dn (2)

xj, nennt man Pivotvariablen. Dabei gilt Vk € {1,...,7} 1 cxj, #0und ji1 < jo--- < jp <
n, sowie 0 < r < m.

Definition 11.2. Die Zahl r heifst Rang des Gleichungssystems 2.

Die Losungsmenge des Gleichungssystems bestimmt man wie folgt:
e Falls d; # 0,7 > r + 1 hat das Gleichungssystem keine Lésung.
o Fallsd; = 0,2 > r+1:
1. Wihle beliebige Werte aus K fiir jede der n — r Nicht-Pivot-Variablen.

2. Lose danach die verbleibenden Gleichungen auf.

3. Die Losungsmenge enthélt genau ein Element, genau dann wenn r = n ist und
d; =0,i>r-+1.
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11.2 Der homogene Fall

Im homogenen Fall sind sédmtliche di = 0, und falls 7 < n, so kénnen wir n—r verschiedene
Losungen by, ..., b,_, wie folgt konstruieren:

by entsteht wie in Abschnitt 11.1 erldutert, wobei man fiir die k-te Nicht-Pivotvariable 1
und fiir die iibrigen 0 wéhlt und anschliefend die Werte der Pivotvariablen ausrechnet.

Proposition 11.2. (by,...,bx_,) ist eine Basis des Lisungsraums.

11.3 Zeilenoperationen in Matrizendarstellung

Sei A € K™™ beliebig. Der Gauf3-Jordan-Algorithmus formt A durch endlich viele ele-
mentare Zeilenoperationen zu einer Matrix B in Zeilenstufenform um. Eine Matrix in
Zeilenstufenform ist eine obere Dreiecksmatrix. Die elementaren Zeilenoperationen ent-
sprechen der Multiplikation mit Matrizen von links. Die Matrizen der Zeilenoperationen
haben dann folgende Darstellung:

1. Addition einer Zeile:

L' =E, 4+ \E;j,i # j mit det(L') =1

2. Vertauschung von Zeilen:

1

0 1 «— 1 —teZeile,1 — teSpalte

L/

1 0 — j —teZeile, j — teSpalte

1
mit det(L') = —1
3. Multiplikation mit einem Skalar:

L' =diag(1,...,1,\,1,...,1),\ # 0) mit det(L') = X

Um eine Zeilenstufenform zu erreichen, geniigen die Operationen 1 und 2. Daraus folgt
det(A) = det(B) - (—1)!, wobei t die Anzahl der Zeilenvertauschungen ist.
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